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INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS 

FORMELS 

par 

Julien Sebag 


1. Introduction 


Dans leurs articles ||10|| et ||11|| , Denef et Loeser developpent et etudient la theorie 
de Vintegration motivique, introduite par Kontsevicli lors d’un seminaire a Orsay 
(c/ 0]). Cette nouvelle theorie de I’integration se revele etre un outil puissant 
dans I’etude de la geometrie birationnelle des varietes algebriques sur un corps k de 
caracteristique 0. Rappelons rapidement les grandes etapes de la construction de ces 
integrales et les idees sous-jacentes a quelques-uns des resultats obtenus par cette 
theorie. Si X est une variete algebrique sur un corps k de caracteristique 0, on lui 
associe, de maniere fonctorielle, un pro-fc-schema, qui est encore un schema (non de 
type fini en general), le schema des arcs sur X, note C{X). Sur ce pro-fc-schema, 
on definit une mesure px a valeurs dans un anneau de motifs virtuels, que Ton note 
M.. Cette mesure motivique est un analogue geometrique de la mesure p-adique sur 
les varietes dilferentielles p-adiques. Les integrales definies a partir de cette mesure 
verifient alors un theoreme de changement de variables pour les /c-morphismes de 
schemas h :Y ^ X propres et birationnels, qui permet de calculer les integrales sur 
jC{X) en fonction d’integrales sur C-{Y). C’est essentiellement par ce principe que 
I’on pent construire de nouveaux invariants algebriques (a valeurs dans cet anneau 
de motifs virtuels, on plus exactement dans le separe complete de cet anneau pour 
une filtration) et que Ton pent, par exemple, (re)-demontrer le theoreme de Batyrev 
qui affirme que deux varietes de Calabi-Yau ont meme nombre de Hodge et meme 
structure de Hodge. 

Dans cet article, nous generalisons cette theorie de I’integration motivique aux 
schemas formels sttf sur le spectre formel d’un anneau de valuation discrete complet 
R, de corps residuel k parfait. En particulier, le corps k pent etre de caracteristique 
positive. L’absence du morphisme d’inclusion k ^ R, dans le cas ou R est un an¬ 
neau d’inegale caracteristique, nous conduit a definir un analogue du schema des 
arcs d’une variete X. Si X est un i?-schema formel sttf, le schema de Greenberg 
Gr(d::’) joue ce role. II est important de noter que, dans le cas ou R = k[[t]], avec k 
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de caracteristique 0, et X est le complete vr-adique d’une variete algebrique sur fc, les 
deux /c-schemas Gr(A’) et sont canoniquement isomorphes. En outre, pour tout 
/^-schema formel sttf, si F est une extension parfaite de /c, les F-points de Gt{X) s’in- 
terpretent naturellement comme des points de la fibre generique Xk de X. Comme 
dans le cas du schema des arcs, nous definissons une mesure fix a valeurs dans le 
meme complete de cet anneau de motifs virtuels et I’anneau booleen des ensembles 
mesurables, qui sont des “approximations” par certaines parties constructibles de 
Gr(A’) elementaires, que Ton appelle eylindres. De maniere analogue aux theories 
classiques d’integration, les ensembles mesurables possedent des proprietes de sta- 
bilite par image directe et inverse sous certains F-morphismes h ■. y ^ X, que 
I’on nomme temperes, et qui correspondent aux morphismes propres et birationnels 
du cas algebrique. Nous construisons I’integrale motivique des functions integrables. 
Parmi celles-ci, les functions exponentiellement integrables permettent d’exprimer, 
de maniere naturelle, des phenomenes geometriques comme I’appartenance a un 
sous-i?-schema formel ferme, la lissite d’un F-morphisme de schemas formels ... 
et jouent done un role central dans cette tlieorie. Enfin, nous demontrons deux 
theoremes de changement de variables du meme type que celui enonce dans 


10 


on 


11 


Les principaux resultats de ce travail sont utilises de maniere fondamentale dans 


PTl , qui, en se plagant du point de vue rigide, deduit, des constructions et theoremes 
de cet article, certaines applications en geometrie birationnelle des degenerescences 
des varietes algebriques et rigides. En particulier, la theorie que Ton developpe id 
apparait, an regard des resultats de B , comme une generalisation de I’integration 
motivique usuelle et de I’integration p-adique. Deux exemples le confirment. Soit 
Xk la fibre generique d’un i?-schema formel X sttf. 


1. Si a; est une forme jauge sur Xk, son integrale converge deja dans Xi. En outre, 
nous demontrons que sa classe dans A1/(L —1)A1 ne depend que de Xk et non 
de la forme jauge choisie pour calculer cette integrale. Cet element de X4, note 
X{Xk), est egal a la classe de la fibre speciale de tout modele de Neron faible de 
Xk- II faut egalement remarquer que, quand K est une extension finie de Qp, 
X{Xk) se specialise en I’invariant de Serre ||24|| evalue sur la variete analytique 
p-adique sous-jacente a Xk (c/ corollaire 4.6.3 de [|T7|| ). 

2. Si Xk est I’espace analytique associe une variete de Calabi-Yau sur K, et si 
Xk admet un F-modde propre et lisse, I’integrale calculee pour un generateur 
de est egale a la classe de la fibre speciale de ce modele dans Xi. En 
particulier, les classes des fibres speciales de deux tels modeles coincident dans 
Xi, ce qui pent etre interprets comme I’analogue du resultat de Batyrev pour 
les varietes de Calabi-Yau (c/ l^]). 

Cet article est organise de la maniere suivante : le chapitre 2 rappelle les bases de 
la geometrie formelle. Le foncteur de Greenberg est construit et etudie an chapitre 

3. Les chapitres 4, 5, et 6 developpent, de maniere assez complete, les notions et les 
proprietes de la mesure motivique, des eylindres et des ensembles mesurables. Le 
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chapitre 7 est exclusivement consacre a la construction de I’integrale motivique, a 
I’enonce et a la demonstration des deux theoremes de changement de variables. 

Nous remercions Frangois Looser de nous avoir propose ce sujet et de I’aide qu’il 
nous a apportee lors des discussions que nous avons cues ensemble. Nous souhaitons 
egalement remercier Antoine Chambert-Loir de son aide lors de la redaction de cet 
article et de ses commentaires sur une premiere version de ce texte. Plus largement, 
nous les remercions pour I’attention qu’ils nous ont manifesto depuis quelques annees 
deja. 


2. Preliminaires 

2.1. Les notations. — Dans cet article, I’anneau R est un anneau de valuation 

discrete complet de corps residuel k et de corps des fractions K. Le corps k est 
suppose parfait. On fixe vr une uniformisante de cet anneau. On note Rn := R/ (7r)"+^ 
pour tout n G N. On note D := Spf R le spectre formel de I’anneau R. L’espace 
topologique sous-jacent a cet espace localement annele est constitue d’un unique 
point, qui s’identifie an point ferme du schema Speci? (c/ §10). On note K--= 

Spf R{xi, ... , xn} I’espace affine formel de dimension N sur R. 

2.2. La description des anneaux de valuation discrete complets. — Tout 
element x & R s’ecrit de maniere unique sous la forme : 

1. X = tti E k et t := 71 dans le cas d’egale caracteristique. 

2. X = E k, T le morphisme de Teichmiiller et p = tt dans 

le cas d’inegale caracteristique, non-ramifie. 

TT^O)^ avec tti E k, T \e morphisme de Teichmiiller et les 
entiers q{i) et r{i) donnes par la division euclidienne de i par e, i = q{i)e + r{i), 
avec e I’indice de ramihcation, dans le cas d’inegale caracteristique ramihe. 

2.3. Les premieres notions de Geometrie formelle.— 

2.3.1. La definition des schemas formels. — Un i?-schema formel designera ton- 
jours un i?-schema formel topologiquement de type hni, ce que Ton notera ttf. Par- 
fois I’hypothese de separation sera necessaire et nos i?-schemas formels ttf seront 
separes, ce que Ton notera sttf (cf ||12|| §10). On notera Form f^ et Form ff^ les 
categories correspondantes. 

Un objet de Form f^ est un espace localement annele (A, Ox) en i?-algebres 
topologiques, qui induit la donnee, pour tout n > 0, d’un i?„-schema = {X, Ox®r 
Rn). Le fc-schema Xq est appele hbre speciale du i?-schema formel X. En tant 
qu’espaces topologiques, X et Xq sont isomorphes et Ox ■= lim Oy^. On a = 
Xn+i ®Rn+i et X est canoniquement isomorphe a la limite inductive des sche¬ 
mas Xn dans la categorie des espaces localement anneles. En outre, un tel objet est 
localement isomorphe a un i?-schema formel affine Spf A, ou A est une i?-algebre 





4 


JULIEN SEBAG 


vr-adique, topologiquement isomorphe a un quotient de I’anneau des series formelles 
restreintes -R{Ti,... , T/v}. 

Si df et 3^ sont deux i?-schemas formels ttf, on note Homii;(3^, df) I’ensemble des 
/?-morphismes de schemas formels : 


3 ^- 



D 


i.e. I’ensemble des morphismes entre les -R-espaces localement anneles sous-jacents. 
Autrement dit, Form J^ est une sous-categorie pleine de la categorie des espaces 
localement anneles sur R. Localement de tels morphismes sont simplement des R- 
morphismes continus d’algebres topologiques entre les anneaux des sections glob- 
ales. On pent montrer (c/ proposition 10.6.9 de ||12|| ) que I’application canonique 
Hom/j(A’,df) —» lim Homp^ {Yn, Xn) est nne bijection. 

2.3.2. Remarque. — Soit 

h : 3^ = Spf R{xi ,... ,Xm}/I ^ df = Spf ... ,Xn}/J 

un R-morphisme de schemas formels. Dans ce cas, la donnee de h est equivalente a 
celle d’un R-morphisme d’algebres. En effet, la R-linearite impose que le morphisme 
entre les anneaux des sections globales soit continu pour les topologies n-adiques 
considerees. 

La categorie Form f^ est simplement la sous-categorie pleine de Form jl,, dont les 
objets sont separes (c/ [|T^ §10). Un i?-schema formel sttf X est dit admissible s’il 
est plat sur R (ce qui est equivalent au fait que le faisceau Ox soit sans vr-torsion). 
On notera Form f^ cette categorie, qni est une sons-categorie pleine de For . 

2.3.3. Lemme. — Soit X un R-schema formel ttf et j : U ^ X une immersion 
ouverte. Alors, si X est separe et lA quasi-compact, le R-morphisme j est retro- 
compact, i.e. pour tout ouvert affine V de X, VnU est quasi-compact. En particulier, 
le R-schema formel lA est sttf. 

Demonstration. — Soit (W*) un recouvrement ouvert hni de lA par des sous-i?- 
schemas formels affines ttf Comme lA est ouvert et X separe, lA est egalement separe. 
Le schema formel V CiIA est quasi-compact, comme reunion hnie d’onverts qnasi- 
compacts. □ 

On dit qn’nn i?-schema formel est reduit si sa hbre speciale est nn schema rednit. 
Si X est un i?-schema formel, on notera d^ed I’unique sous-schema formel ferme et 
reduit de X. 
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2 . 3 . 4 - La notion de fibre generique d’un schema formel. — Soit X un -R-schema 
formel ttf ei Z ^ X mi sous-schema ferme de df, defini par le sous-faisceau A C Ox- 
On appelle eclatement admissible sur X de centre Z la donnee d’un -R-schema formel 
X' et d’un -R-morphisme de schemas formels a : X' ^ X verifiant la propriete 
universelle suivante : si df est un .R-morphisme de schemas formels tel que 

A.Oy soit inversible sur y, alors il existe un .R-morphisme : y ^ X' tel que 
= a o . Si X est sttf {resp. admissible), le i?-schema formel X' Test aussi (c/ 
0 )- 

La localisation de la categorie Form ^^ {resp. For par rapport aux eclate- 
ments admissibles est equivalente a la categorie des iL-espaces rigides de type fini et 
quasi-separes {resp. separes) au sens de Kiehl, que Ton notera Rig^^^ (resp. Rig^j^^) 

{cf H^l et [^]). On pent remarquer que la localisee de Form^^ par rapport aux 
eclatements admissibles est equivalente a Rig‘^^^. 

Par analogie avec le cas de schemas usuels, on appellera fibre generique I’image 
d’un i?-schema formel ttf par le foncteur de localisation. Ce foncteur sera note rig 
et si df G Formf^^ on notera d^ig son image par le foncteur rig (on parfois Xk). De 
meme, si / : 3^ —df est un i?-morphisme de schemas formels, on notera fiig son 
image par le foncteur rig. 

2 . 3 . 5 . La notion de dimension d’un schema formel. — Soit X un /2-schema formel. 
On appelle dimension de X I’entier dimdf defini comme la dimension de la fibre 
speciale Xq de X. En particulier, si X := Spf A est affine, on a la relation 

dim X = dimx^ — 1 

on dimx A est la dimension de Krull de I’anneau A. 

Soit Xx: un /L-espace rigide quasi-separe et quasi-compact. On appelle dimension 
de Xk et Ton note dimXx I’entier naturel defini comme la borne superieure des 
entiers dimx Oxk,x pour x G Xk- 

Le lemme suivant, demontre par Oesterle dans pl|] {cf lemme 1 §3), permet de 
relier ces deux notions. 

2.3.6. Lemme. — Soit R un anneau de valuation discrete complet, k son corps 
residuel et K son corps des fractions. Notons A I’anneau R{Ti ,... ,Tx} des series 
formelles restreintes a coefficients dans R, A^ = A Zr K = K{Ti,... ,T;v} et 
Aq = A Zr k = k\Ti,... ,T/v]. Soit Ik un ideal de Ar. Notons I := Ir A A et 
Jo := / Zr k. Supposons que I’anneau Ar/Ir soit equidimensionnel, de dimension 
de Krull d. Alors Vanneau Aq/Iq est equidimensionnel, de dimension de Krull d. On 
a Ir = Ar si et seulement si Iq = Aq. 

2.3.7. Lemme. — Si Xr = SpmA est un K-espace rigide affinoi'de, la dimension 
de Xr est egale a la dimension de Krull de A. 

Demonstration. — Ce lemme resulte de la proposition 7.3/8 de qui assure que 
I’anneau Oxj^,x et le localise de A en x, ont meme dimension de Krull. □ 
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2.3.8. Corollaire. — Soit X un R-schema formel sttf de fibre generique Xk- Si 
Xk est equidimensionnelle de dimension d, alors Xq est equidimensionnel de dimen¬ 
sion d. 


Demonstration. — On pent supposer que X 
decoule du lemme |2.3.6| . 


est affine. Dans ce cas 


le corollaire 

□ 


Un i?-schema formel sttf est dit equidimensionnel de dimension d (on de pure 
dimension d) si sa fibre generiqne X^ est equidimensionnelle de dimension d. 


2.3.9. La notion de lissite pour les schemas formels. — Un i?-morphisme de sche¬ 
mas formels f -.y ^ X est lisse au point y eYq de dimension relative d si : 


1. / est plat en x. 

2. Le fc-morphisme induit, fo : Yq ^ Yq, est lisse en y de dimension relative d, au 
sens usuel. 


II revient au meme (c/ lemme 1.2 de [^) de demander que pour tout n G N, le 
morphisme induit fn '■ Yn ^ Xn soit lisse de dimension relative d. On dit qu’un 
morphisme est lisse s’il est lisse en tout point x ^ Xq. 

Un i?-schema formel X est dit lisse (en x G Xq) si le morphisme structural X 
Spf R est lisse (en x G Xq) au sens precedent. 

Soit X un i?-schema formel ttf de dimension d. On note d/ing I’unique sous-i?- 
schema formel ferme reduit defini par le radical du d-eme ideal de Fitting de (c/ 
§3). En particulier, un i?-scliema formel ttf plat est lisse en a; G Xq (resp. lisse) 
si et seulement si x n’appartient pas a la fibre speciale de d^ing {resp. d/ing = 0). 

2.3.10. Lemme. — Soit X := Spf A un R-schema formel affine admissible, 

avec A := R{xi ,. .. , Xn}/R. Si fi,..., fm e Y et m < N, soit A(/i,... , f^) 
I’ideal de R{xi ,... ,xn}/Y engendre par les mxm-mineurs de la matrice jacobienne 
{dfj/dxi). Soit Ha/r le radical dans A de I’ideal A(/i,... , /m)((/i, ... , fm) ■ 1), 
oil la somme est prise sur Vensemble des ensembles finis (/i,... , fm) G Y. Alors X 
est lisse en x & Xq si et seulement si x n’appartient pas au sous-R-schema formel 
ferme de X defini par I’ideal Ha/r. 


Demonstration. — Comme X est plat, la lissite se lit sur la fibre speciale Xq, ainsi 
que I’appartenance au sous-i?-schema formel ferme. Le lemme est done une con¬ 
sequence du theoreme 4.1 de 


25 


□ 


On dira qu’un i?-schema formel X ttf est generiquement lisse si sa fibre generique 
Xk est lisse comme X-espace rigide, i.e. verifie un critere jacobien identique a celui 
verifie par les schemas lisses (c/ ||6|). 


3. Foncteur de Greenberg et (pro)-schema associe a un schema formel 
3.1. La construction. — Dans ce paragraphe, nous aliens construire un foncteur 

Gr : Forrnf^K ProSch n. 
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de la categorie des /2-schemas formels sttf dans la categorie des pro-/c-schemas. 

Rappelons quelques resultats de et 1^ §9.6. Pour tout n > 0, considerons le 
foncteur h* qui a un fc-schema associe 


1. le fc-schema h*^{T) := T Xk Rn, en egale caracteristique. 

2. I’espace localement annele h^{T), dont I’espace topologique sous-jacent est T 
et le faisceau structural est TLom{T,Tln), ou Rn est le fc-schema en anneaux 
dout 1 auueau des points ratiouuels est Rn || 7 || et 0 ), dans les cas d’inegale 
caracteristique. Dans le cas on R = W{k), ce fc-schema Rn est simplement le 
schema en anneaux des vecteurs de Witt de longueur n. 


Soit A une fc-algebre. On pose L{A) = AA R est un anneau d’egale caracteristique 
et L{A) = W{A) si R est un anneau d’inegale caracteristique. 

En particulier, pour toute fc-algebre A, 

h*^{SpecA) =: hl{A) = Spec(/2„ ^L{k) L{A)). 

Dans Particle ||13|| , Greenberg a montre que, pour tout R^-schema localement 
de type hni, le foncteur 

T^Hom^(h:(T),X„) 

de la categorie des fc-schemas dans celle des ensembles est representable par un k- 
schema Gr„(X„) qui est localement de type hni (i.e. le foncteur h* admet un adjoint 
a droite que Ton note Gr„) et verihe, pour toute fc-algebre A, 

Gr„(X„)(A) ~ XniRn '^L{k) L{A)). 

En particulier, si A = /c, on a 

GTn{Xn){k) XniRn). 

Soit X un /2-schema formel sttf. Les morphismes canoniques Rn+i Rn, induisent 
alors, notamment par adjonction, pour tout n G N, des fc-morphismes 

6 ^+^ : Gr„+i(X„+i) ^ Gr„(XO 

qui font de la suite (Gr„(X„))„gN un systtoe projectif dans la categorie des k- 
schemas de type hni et separes (car, pour tout n, le fc-schema est separe). Enhn, 
comme un recouvrement (hni) de X par des ouverts formels afhnes induit un recou- 
vrement des Gr„(Xji) (c/ proposition p.3.1|/ 2), ces morphismes de transition sont 
afhnes et leur limite hm Gr„ (X„) existe dans la categorie des fc-schemas. 

Soit T un fc-schema. On dehnit /i*(T) I’espace localement annele, dont I’espace 
topologique sous-jacent est T et le faisceau structural hm//omfc(T, 7^„). Get espace 
localement annele appartient a la categorie des espaces localement anneles sur D. 


3.1.1. Lemme. — Pour tout R-schema formel sttf X, Vapplication canonique 
Bomj,{h*{T),X) AmRomji^{hUT),Xn) 


est une bijection. 
Demonstration. - 


Decoule des dehnitions. 


□ 
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3.1.2. Proposition. — Soit X un R-schema formel sttf. Le foncteur 

T ^B.omR{h*{T),X) 

de la categorie des k-schemas dans celle des ensembles est representable par un k- 
schema canoniquement isomorphe d limGr„(X„). 


Demonstration. 

13X11. 


— Ceci decoule de la propriete universelle des Gr„(X„) et du lemme 

□ 


On posera alors 

Gr„(X) := (Gr„(X„))red 
et 

Gr(X) := lm(Gr„(X„)j.ed) ^ (lim Gr„(X„)),ed- 

On a done construit un foncteur Gr de la categorie des i?-schemas formels sttf dans 
la categorie des pro-fc-schemas, comme compose des foncteurs definis ci-dessus. 

En particulier, pour toute extension F de k, les applications canoniques 


Gr„(X)(F)^Gr„(X„)(F) 


et 

Gr(X)(F) ^ (limGr„(X„))(F) 

sont des bijections. 

Dans le cas d’egale caracteristique, R ~ A:[[7r]]. Soit X une variete algebrique sur 
k. On pent alors considerer pour tout n G N, le i?„-schema X R^. II decoule 
des definitions que Gr„(X x^R^) est isomorphe an fc-schema Cni^) considere dans 
El- On en deduit en particulier que E(X) ~ Gr(X(8)fci?), on X®i.R est simplement 
le complete vr-adique de X. 


3.1.3. Exemple. — II decoule des definitions que le k-schema Gro(d:') est canon¬ 
iquement isomorphe a (Xo)red- 


3.2. Les notations. — 

1. Soit A une fc-algebre. On pose L(A) = A si R est un anneau d’egale caracteris¬ 
tique et L(A) = W{A) si R est un anneau d’inegale caracteristique. On notera 
par Ra I’anneau Ra '■= R®L(k) L{A). Si F est un corps parfait contenant k, on 
notera le corps des fractions de Rp- On pent remarquer alors, que, comme 
k est suppose parfait, I’extension R Rp est d’indice de ramification 1 an 
sens de 0 §3.6. En particulier, on a une bijection canonique 

Gr(X)(F) ~ X{Rp). 

2. Pour tout n G N, les morphismes canoniques seront toujours notes de la 
maniere suivante : 





INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 


9 


Gr(A’) Gt^X) 

Gr„_i(A’). 

Les morphismes 7in,x (ou vr^) sont les morphismes de troncation. Les mor- 
phismes sont les morphismes de transition. 

3. Soit y un i?-schema formel sttf. Soit h : y ^ X un i?-morphisme de schemas 
formels. On notera encore h le fc-morphisme de schemas Gr(/i), et on notera 
hn le fc-morphisme Gr„(/i), ponr tont n G N. Ces morphismes h et hn rendent 
commntatif le diagramme snivant : 



Gr(3;) —^ Gr(A’) 


^n,y 


'^n.X 


Gr„(3^) —Gr„(df) 


3.3. Les proprietes et la definition par recollement. — 


3.3.1. Proposition. — 1. Le foncteur Gr preserve les immersions ouvertes et 

fermees, les produits fibres, et transforme R-schemas formels affines en k- 
schemas affines. 

2. Soit X un R-schema formel sttf et soit un recouvrement fini de X par 

des sous-schemas formels ouverts affines. II existe des isomorphismes canon- 
iques Gr(Clj fl Oj) ~ Gr(Clj) fl Gr(Clj) et le k-schema Gr(d:’) est obtenu en 
recollant les Gr^Oi). 


Demonstration. — Les assertions p.3d /l et p.3.1|/ 2 ponr Gr se dednisent directe- 


ment de cedes ponr Gr„. L’assertion B-3.ll/ l est demontree dans HT^ . II nons snffit 


done de pronver I’assertion |3.3.1|/ 2 ponr Gr„ et n G N. L’existence d’isomorphismes 
canoniques decoule de la propriety universelle. L’assertion |3.3.1|/2 s’ensuit. □ 


3.3.2. Lemme. — Soit X un R-schema formel sttf. Alors le k-morphisme canon- 
ique de schemas 

Gr(dfred) Gr(df) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. — Soit x G Gr(d:’). Par adjonction, il correspond, a nn point geometrique 
an-dessns de x, un D-morphisme de schemas formels tf : Spf Rk' X, oh k' est une 
cloture algebrique de ffix), le corps residuel de x dans Gr(A’). Comme Spf i?A:' est 
reduit, le morphisme tf se factorise par d/ed- En particulier, x G Gr(d/.ed)- Les deux 
fc-schemas reduits de Gr(A’) et Gr(d/.ed) ont done le meme espace topologique sous- 
jacent. L’assertion en decoule. □ 
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Rappelons la definition d’nne algebre de Tate analytiquement separable (c/ p^] ). 
3.3.3. Definition. — Soit A une algebre de Tate definie par un ideal 

aCir{Xi,... ,Xm}. 

On dit que A est analytiquement separable si I’anneau 

est reduit, oil K est le complete d’une cloture algebrique de K. Dire que A n’est pas 
analytiquement separable equivaut a dire que K est de caracteristique p > et que 
... ^Xjq}/aK^/^{Xi,... ,Xn} n’est pas reduit. 

3.3.4- Proposition. — Soit X un R-schema formel admissible et reduit de pure 
dimension d. Soit d^ing le sous-R-schema formel ferme de X defini en ^2. 3. 4 - Soient 
Xk la fibre generique de X et (d4ing)x celle de d4ing. Alors soit (d4ing)x est de 
codimension au moins 1 dans Xk ; soit, pour tout ouvert affine Li ^ X sttf, il existe 
un sous-R-schema formel Li tel que : 

1. la fibre generique {Zu)k de Zu est de codimension au moins 1 dans Xk- 

2. Le morphisme de k-schemas formels Gt{Zu) Gr(W) est fortement bijectif 

(cf&. 

Demonstration. — La question etant locale en T, on pent supposer que X := Spf A 
est affine defini dans R{Xi,... ,Xk} par un ideal I. Soit Ik ■= T Xr K. On pent 
supposer que X est irreductible. En particulier, ceci entraine que I’ideal Ik est 
premier. 

Premier cas : supposons que Ak ■= A Zr K est analytiquement separable. Dans 
Particle ||2^ , Schappacher a montre que le lieu singulier de Xk est contenu sr- 
tictement dans Xk- En particulier, ceci implique que la dimension de (d4ing)ir est 
strictement inferieure a d (car (d4ing)x est un ferme de Xk et Xk est irreductible. 

Deuxieme cas : supposons que Ak ■= AZ^K n’est pas analytiquement separable. 
Par un argument d’analyse ultrametrique utilise par Schappacher dans ||23|| , Phy- 
pothese entraine qu’il existe g G K{Xi,... verifiant les proprietes suivantes : 

g ^ Ik A g{ip) = 0 pour tout (p G Gr(T')(/c). Quitte a multiplier par une puissance 
de TT, on pent supposer en outre que g G R{Xi, ... jX^v}. Le sous-R-schema formel 
ferme defini par Pideal I -\- g est une solution au probleme. 

□ 

3.3.5. Lemme. — Soit h \ y ^ X un H-morphisme etale de schemas formels sttf 
et reduits. Alors le k-schema Gr„(3^) (resp. Gr(3^)j est (canoniquement) isomorphe 
au k-schema Gr„(T') x^o Xq (resp. Gr(T’) x^o Xq )), pour tout n G N. 


Demonstration. — Dans le cas on X est le complete vr-adique d’une variete sur k, 
cette preuve est egalement faite dans ||l5|] . On pent supposer X et 3^ affines. Soit 
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S = Spec A un fc-schema affine. La donnee d’un fc-morphisme S —> Gr„(d:’) x^o 
equivaut a celle d’un diagramme commutatif de /c-morphismes 

^--Gr„(A’) 

on 

^0 

Par adjonction, celle-ci equivaut a la donnee du diagramme commutatif de Rn- 
morphismes 


Spec(L(A)) ®L{k) Rn) - 

u 

S = Spec{L{A{S)) Ro) 



Comme le i?„-morphisme u est une immersion nilpotente et que le i?„-morphisme 
est etale {cf § p.3.9|) , il existe un unique i?„-morphisme v : Spec{L{A{S))<^L(^k)Rn) 

Yn, qui complete le diagramme ci-dessus en un diagramme de i?„-morphismes, ou 
tous les triangles sont commutatifs 



Par adjonction, on deduit I’existence d’un fc-morphisme de schema n : S' —> Gr„(3^). 
L’unicite de ce morphisme decoule de la construction. □ 


3.4. Le cas lisse. — 

3.4-1- Exemple. — Si X = le k-schema Gr„(A’) est k-isomorphe a 


3.4-2. Lemme. — Soit X un R-schema formel sttf lisse sur R de dimension d. 
Alors on a les proprietes suivantes : 

1. pour tout n & N et tout m > n, les k-morphismes TTn,x et 6*™ sont surjectifs. 

2. Pour tout n E N, le k-morphisme est une fibration localement triviale 
pour la topologie de Zariski de fibre Af. 
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Demonstration. — L’assertion |3.4.2| /1 
est lisse, pour tout a; G Xq, il existe un sous-/2-schema formel affine U 


est une consequence de |3.4.2|/ 2. Comme X 

X, ouvert 


contenant x 
et le fait que Gr 


et un i?-morphisme de schemas formels etale lA 
assurent le resultat. 




Le lemme |3.3.5 

□ 


3.5. L’interpretation des points geometriques. — Soit a; un point geometrique 
de Gr(A’) et x un point geometrique au-dessus de x, i.e. un fc-morphisme de sche¬ 
mas Spec ^ Gr(A’) avec nne clotnre algebriqne dn corps residnel 

k{x) D k. Par adjonction, il Ini correspond nn nniqne i?-morphisme de schemas 
formels x : Spf -RK(a;)aig —> X. Posons k' := Designons par K' le corps des 

fractions de I’annean Rk'. Par extension des scalaires, les ensembles 

Home(Spf Rk',X) ^ HomspfR^, (Spf Rk',Xxo Spf Rk') 

s’identifient canoniquement. On pent done associer a x nn (nniqne) rig-point d’nne 
extension de X. En partienlier, si X est affine, nn point geometriqne de Gr(d:’) 
s’identifie a un (unique) point de I’espace sous-jacent d’une extension de Xk par un 
corps K' {cf lemme 3.4 de @|). 

Soit h : y ^ X un ©-morphisme de schemas formels sttf. On dira que h : Gr(3^) —> 
Gr(d::’) est injectif si I’application d’ensembles sous-jacente est injective. On dit que 
h est fortement injectif si, pour tout corps F parfait (et separable) contenant k, 
I’application canoniqne 

Gr(3^)(F)^Gr(df)(F) 

est injective. Si h est fortement injectif, alors h est injectif. Soient x et y denx points 
distincts de Gr(3^), de corps residnels k(x) et K{y) dans Gr(3^). Soit F le corps 
parfait et separable defini de la maniere snivante 

F := (Frac(K(x)’^^^ (8)fcaig ^(r/)’^'®))’^^^ 

ou Frac(A) est le corps des fractions de A, si A est un anneau integre. Le corps F 
contient les corps k(x) et K(y) (done k). Soit ■ Spec(fi:(x)'^*®) —> Gr(3^) (resp. 
ipy : Spec(K(r/)'^'®) —Gr(3^)) le fc-morphisme correspondant a x {resp. a y). On a les 
diagrammes commntatifs snivants 

Spec F 

Spec(K(x)'^'®) —— -^ Gr(3^) ^-—— Spec(fi:(?/)'^'®) 

h 

Gt{X) 

Par hypothese et constrnction, les morphismes ipx o pi et ipx o p2 sont distincts. 
L’hypothese d’injectivite entraine alors qne les morphismes ipi o p^ et ip2 o p2 sont 
distincts. En particulier, leurs images, i.e. les points h{x) et h{y) de Gr(A'), sont 
egalement distincts. 
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De meme, on dit que h est surjectif {bijectif ) si I’application d’ensembles sous- 
jacente est surjective (bijective). On dit que h est fortement surjectif {fortement 
bijectif) si, pour tout corps F parfait (et separable) contenant k, I’application canon- 
ique 

Gr(3^)(F)^Gr(df)(F) 

est surjective (bijective). Si h est fortement surjectif (fortement bijectif), alors h 
est surjectif (bijectif). En effet, soit x G Gr(df). Soit x G Gr(A')(F) un F-point 
geometrique de Gr(A’) au-dessus de x. Alors, par hypothese, il existe un F-point y 
de Gr(3^) qui est un antecedant de x par h. En particulier, le point y{F) de Gr(3^) 
est un antecedent de x par h. 

3.5.1. Exemple. — Soit X un R-schema formel sttf, generiquement lisse. II pos- 
sede done un modde de Neron faible a ■. U. ^ X sttf (cf ||8[j. Par definition, le 
R-morphisme a est fortement injectif et fortement surjectif 

Pour toutes ces raisons, nous identifierons, dans la suite de Particle, toutes les fois 
on cela sera necessaire, les notions de points de Gr(A’) et de F-points de Gr(A'), 
pour F une extension parfaite de k. Ainsi, si a; G Gr(A’), on notera ipx '■ Spf Ry X 
(on plus simplement ip) le D-morphisme correspondant a un point geometrique de 
Gr(A’) au-dessus de x. 


4. Cylindres et leur mesure 

4.1. Les anneaux de Grothendieck. — Soit k un corps. On note M. := KoiYjML/k) 
le groupe abelien engendre par les symboles [S'], pour S une variete sur k {i.e. un 
fc-schema de type fini reduit et separe), avec les relations [S] = [S"] si S et S' sont 
isomorphes et [S] = [S"] + [S'\S"] si S' est une sous-variete fermee de S. II existe une 
structure naturelle d’anneau sur A4, le produit etant induit par le produit fibre. La 
classe du point est Pelement neutre de cet anneau. On la notera 1. 

A tout ensemble constructible C d’une variete S, on pent associer naturellement 
une classe [C] dans Ad. Si G et G' sont deux ensembles constructibles d’une variete 
S', on a la relation [G U G'j = [G] -P [G'j — [G fl G'j. 

On notera L la classe de dans Ad, be. L := [A^j. On designera par Adioc := 
Ad[L^] le localise de Ad par rapport an systeme multiplicatif {1, L, L^,... }. 

Soit F™Adioc le sous-groupe de Adioc engendre par les [S']L“* tels que dim S' — i < 
—m, et Ad le separe, complete de Adioc suivant cette filtration. On notera F* cette 
filtration. On note Adioc I’image de Adioc dans Ad. 

La filtration F* definit une topologie metrisable sur Ad. On note 

II ||; Ad-^ ^->0 

I’application telle que 

„ „ f 2-^ si a G F^M et a ^ F"+^Af, 

" " 10 a = 0. 
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Cette application est la norme induite par cette filtration. Elle mnnit M d’nne 
strnctnre d’annean norme non archimedien. 

Soit S nne /c-variete. Tont sons-ensemble constrnctible C de S' pent s’ecrire 
comme reunion finie disjointe de sous-/c-varietes de S, i.e. il existe des sous-/c-varietes 
(S'i)i<i<n de S telles que 

C' LJ]^<2<nS'2. 

On definit alors la dimension de C comme la borne superieure des dimensions des 
Si pour 1 < i < n. II est clair que cette definition est independante de la partition 
choisie. 

4.2. Les morphismes par morceaux. — 

4 . 2 . 1 . Definition. — Soient X etY deux k-schemas, A (resp. B) une partie con- 
structible de X (resp. Y). On dit qu’une application tt ■. A ^ B est un morphisme 
par morceaux s’il existe une partition finie de A en sous-schemas localement fermes 
de X telle que la restriction de n d chacun de ces sous-schemas soit induite par un 
morphisme de k-sehemas. 

4-2.2. Definition. — Avec les notations ci-dessus, on dit que I’application vr : 
A ^ B est une fibration triviale par morceaux de fibre F, s’il existe une partition 
finie de B par des sous-ensembles S loealement fermes dans Y tel que est 

loealement ferme dans X et isomorphe, en tant que k-sehema, a S Xk F, n eorre- 
spondant, par eet isomorphisme a la projeetion S Xk F ^ S. 

4-2.3. Definition. — Avee les mimes notations, on dit que I’applieation n est une 
fibration triviale par moreeaux sur C, avee C un sous-ensemble eonstruetible de B, 
si la restrietion de n a i.e. 7r|^-i(c) : 7r“^(0) — C, est une fibration triviale 

par moreeaux. 

4-2.4- Remarque. — Si n : A ^ B est une fibration triviale par moreeaux de fibre 
F, les lois algebriques dans M. assurent que [A\ = [i?].[F]. 

4.3. Les cylindres. — Fixons un i?-schema formel sttf 

4 . 3 . 1 . La definition et les premiers examples .— 

4-3-2- Definition. — On dit qu’une partie A deGi{X) est un sous-ensemble cylin- 
drique de rang n de Gr(A:’) (ou plus simplement un cylindre de rang n de Gt{X)), 
si A = 7r“^(C'), ou C designe une partie eonstruetible de GiniX). On dit que A est 
un eylindre si A est un eylindre d’un eertain rang n. 

4-3-3- Definition. — On dit qu’une partie A de Gr(A:’) est un pro-cylindre (resp. 
un ind-cylindre) si elle est intersection (resp. reunion) denombrable de cylindres. 

4-3-4- Lemme. — Soit A un eylindre de rang n deGT{X). Alors A = 7T~\,{7Tn,p<:{A)). 
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Demonstration. — Evident, car A := 7r^^(An) avec An ensemble constrnctible de 
Grn(Ai). ' □ 

4 . 3 . 5 . Exemples. — 1. L’espaceGT{X) est un 0-cylindre, puisquen^ 

red) 

GiiX). 

2. SoitlA X un sous-R-schema formal ouvert de X quasi-compact. Le k-schema 
Gt{U) Gr(A’) est un 0-cylindre de Gr(A’) de rang 0. Plus precisement, on 
a I’egalite : 

Gt{U) = 7r-i(Gro(W)). 

En effet, par definition on a que 71 o^x{Gt(U)) C Gro(W). Soit (p G 71q\,(Gto{U)). 
Ceei entraine en particulier que I’image de ip : Spf Rk' —> X est contenue 
dans lA. Soit V un ouvert affine de U (done ouvert de X) contenant I’image 
topologique de p>. Le R-morphisme p) se factorise par V done parU. 

3. Soit Z ^ X un sous-R-schema ferme de X, muni du morphisme canonique. 
Alors Gt(Z) est un pro-cylindre. En effet, on a I’egalite : 

Gt{Z) = n„6N7r"^(Gr„(Z)). 

4 . 3 . 6 . Les proprietes essentielles .— 

4 . 3 . 7 . Proposition. — Tout cylindre est un sous-ensemble constructible deGi^X). 

Demonstration. — Ce lemme deconle dn fait qne I’image inverse d’nn constrnctible 
est constrnctible (c/ ||12|| §7). □ 

4 . 3 . 8 . Lemme. — Si A est un cylindre de rang n, alors A est aussi un cylindre de 
rang m, pour tout m >n. 

Demonstration. — Ce lemme deconle de la commutativite du diagramme suivant 

Gr(df) ^ Gr^(df) 

Gr„(A’) 

et du fait que I’image inverse d’un constrnctible est constrnctible (c/ m §7). □ 

On note C;\: I’ensemble des cylindres de Gr(A’). 

4 . 3 . 9 . Proposition. — L’ensembleCx des cylindres de Gt{X) est un anneau boolean. 
Autrement dit, 

1. les ensembles Gr(A’) G Cx et ^ E Cx- 

2. L’ensemble Cx est stable par intersection finie. 

3. L’ensemble Cx est stable par reunion finie. 

4. L ’ensemble Cx est stable par passage au complementaire. 
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Demonstration. — Grace au lemme |4.3.8| , on se ramene an cas de cylindres de meme 
rang. Cette proposition deconle alors dn fait qne les parties constrnctibles d’nn 
ensemble verifient ces proprietes et de la stabilite de ces proprietes ponr I’image 
inverse (c/ ||12|| §7). □ 


4 . 3 . 10 . Lemme. — Soit {Ai)i(zi une famille denomhrable de cylindres de Gr(A’). 
Si A := Uje/Aj est egalement un cylindre, alors il existe un sous-ensemble J fini de 
I tel que A := UjgjAj. 

Demonstration. — En remarqnant qne Gt{X) est qnasi-compact (obtenn par rec- 
ollement d’nn nombre fini d’affines), ce lemme est nne conseqnence de la qnasi- 
compacite de la topologie constrnctible (c/ ||12|| §7). □ 

Le resnltat snivant, qni est nne formnlation dn theoreme de Schappacher [|23|| , est 
I’analogne dn theoreme de Greenberg dans le cadre de la theorie des schemas 
formels. 

4 . 3 . 11 . Theoreme. — Soit R un anneau de valuation discrete complet et X un R- 
schema formel sttf. Pour toutn > 0, il existe un entier mxin) > n, ne dependant que 
de X, tel que, pour tout corps parfait F contenant k, et tout x G X{Rp/^ 
I’image de x dans X{Rp/{7r)"') peut etre relevee en x E X{Rp). On appelle fonction 
de Greenberg du schema formel X Vapplication qui a n G N associe le plus petit des 
entiers mxiji) definis ci-dessus. On notera '^x cette application. 

Ce theoreme permet de demontrer le lemme snivant, qni jone nn role crncial dans 
la definition de la mesnre motiviqne ponr les cylindres. 

4 . 3 . 12 . Lemme. — L’image Tin, x{Gt{X)) de Gy{X) dans Gin^X) est un ensemble 
constructible de Gr„(X„). Plus generalement, si A est un cylindre de rang m de 
G{X), alors 7rn,xiA) est un ensemble constructible de Gin^X), pour tout n >0. 

Demonstration. — Il nons snffit de demontrer la seconde assertion. Par definition, 
il existe un ensemble constructible Cm de GimiX) tel que A = 7r“^(Gm) (on omettra 
I’indice X dans 7Tn,x)- On peut supposer que m = n. Si n>m,A = 7r“^((6*^)“^(Gm)). 
Si m > n, TiniA) = 6*^(7rm(^m)); done, par un theoreme de Chevalley (c/ ||12|| §7), 
si TimiA) est constructible, vr„(A) best aussi. 

Supposons que m = n. Le theoreme de Greenberg |4.3.11| assure que 

Le theoreme de Chevalley deja cite (c/ [|l^ §7) permet alors de conclure. □ 

Les lemmes precedents permettent de borner la dimension des fibres des mor- 
phismes 0™. 

4 . 3 . 13 . Lemme. — Soit X un schema formel sttf sur R dont la fibre generique 
Xk est de dimension d. Alors : 

1. pour tout n G N, dim7r„^;t-(Gr(A’)) < (n + l)d. 
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2. Pour tout n, m G N, tel que m > n, les fibres de 7im 
sont de dimension inferieure d {m — n)d. 


Demonstration. — Supposons connue rassertion [4.3.13|/ 2. Appliquons |1.3.13|/ 2 aux 
entiers n > 0 et 0. On a 7ro(Gr(A’)) C Xq et done 


dim 7 r„(Gr(A’)) < nd + dim 7 ro(Gr(A’)) < (n + l)d. 


Ponr montrer I’assertion |4.3.13|/ 2, il nons snffit de pronver qne, ponr tont n G N, la 
dimension de chaque fibre dn morphisme 7 r„+i(Gr(A’)) — 7 r„(Gr(A')) est inferienre 
on egale a d. 

On pent supposer que X est affine de la forme Spf , a;Ar}/(/i,. .. , fm)- 

Posons / := (/i,... ,/m). Soit x G Gr(A’). Soit f G Gr(A’)(R(x)®'^^) le fc-morphisme 
qui correspond a un point geometrique au-dessus de a; et ^ G le A^-uplet de 
qui correspond a ce morphisme. On pent supposer que k = et que 

ip G R^. Soit y le -R-schema formel affine ttf defini par le systeme de series 
formelles restreintes g{y) = /(^ + avec y := (i/i,... ,i/Ar) dans Spf-R{i/}. 

Le iP-morphisme d’algebres topologiques qui a Xi associe pour tout 

1 < i < N induit un isomorphisme d’espaces rigides entre d/ig et Xig. En partic- 
ulier, A’rig est de dimension d. II existe un i?-modele y' de A’rig defini, dans par 
le systeme d’equations g{y)/7i^~^^. Tout point de la fibre est alors contenu dans la 
fibre speciale Tq de y'. Le theoreme 1 etabli par Oesterle dans ||21|| (c/ theoreme 
|2.3.6|) assure alors que la fibre est de dimension an plus d. □ 


Signalons cette consequence du lemme |4.3.13| . 


4.3.14- Lemme. — Soit X un R-schema formel sttf dont la fibre generique Xk 
est de dimension d et soit S un sous-R-schema formel ferme, dont la fibre generique 
Sk est de dimension strictement inferieure a d. Soit 75 la fonction de Greenberg 
pour S. Alors pour tous n, i, e G N, tels que n> i > 75 (e), 7r„^;t'(7r“^Gre(5)) est de 
dimension inferieure a (n + l)d — e — 1. Autrement dit, pour tous n > i > 75 (e), 

kn,A’(vr-i.(Gr,(5)))].L-("+i)'' G 

Demonstration. — On oubliera dans cette preuve les indices X et S. On pent sup¬ 
poser que i = 7 (e). Par le lemme |4.3.13|/ 2 applique a la projection : 

7rn(vr/(^e)(Gr^(e)(5))) ^ 7re(7r/(^^)(Gr^(e)(5))) 

on obtient I’inegalite : 

dim 7 r„( 7 r/(^^)(Gr^(e)( 5 ))) < (n - e)ddim 7 re( 7 r/(^g)(Gr^(e)( 5 ))). 

Par ailleurs, par definition de la fonction de Greenberg, 

^e(7r/(i)(Gr.^(e)(5))) = AGr{S)). 

Le lemme ^f.3.13|/ l, assure que dim 7 re(Gr( 5 ) < (e -t- l){d — 1). Le resultat decoule 
du fait que (n — e)d -|- (e + l)((i — 1 ) = (n + l)d — e — 1 . 

□ 
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4.3.15. Corollaire. — Soit X un R-schema formel admissible. Soil B un cylindre 
de Gr(A’) de rang m tel qu’il existe un sous-R-schema formel Z de X, dont le k- 
schema de Greenberg associe contient B. Alors, pour tous n>i> max(m, 75 (e)), 




4.3. 16 . Remarque. — Soit X un R-schema formel admissible et reduit. Alors la 
proposition \3. 3. A , le lemme U-S.lA et son corollaire vont entramer que soit le volume 
du lieu singulier de X est nul, soit le volume de Gr(A’) est nul. Ce dernier cas etant 
sans grand interet, nous ne le traiterons pas explicitement dans les definitions et les 
preuves qui vont suivre, bien que celles-ci soient encore valides dans ce cas. 


4.3.17. Exemple. — Soit e G N. Un exemple important de cylindre est le sous- 
ensemble Gi'^^\X) de Gi{X) defini de la maniere suivante : on pose 

G&\X) := Gr(A')\(7r7(Gr.(A'„.g))). 

Cette definition induit la decomposition ensembliste : 

Gr(A') = (IJ Gr(^)(A’)) U Gr(A’,ing). 

eSN 

Soit X G Gt{X). On pose '■ Spec/s;(a;)^ —>■ Gr(A:’) le k-morphisme correspon- 
dant, avec n{xY une cloture parfaite du corps residuel n{x) de x dans Gr(A’). Si 
X G GY'^YX), alors le K-morphisme {p>x)rig se factorise par le lieu lisse de la fibre 
generique Xj-ig de X (cf §2 et 3) et le defaut de lissite de Neron de Vadjoint du 
morphisme ^st inferieur ou egal d e ("c/ et |0 §3.3 et lemme 3.3/2). 

4 . 3 .18. La notion de cylindre stable .— 

4 . 3 . 19 . Definition. — On dit qu’un sous-ensemble A de Gr(A:’) est un cylindre 
stable de rang n si : 

1. Vensemble A est un cylindre de rang n. 

2. Pour tout m > n, la restriction du morphisme de transition 7 rm+i(Gr(A’)) ^ 
'n'm{Gr{X)) est une fibration triviale par morceaux de fibre Af. sur nm^A). 

Soit Co,x la famille des sous-ensembles cylindriques de Gr(A’) qui sont stables 
pour un certain rang n. 

4 . 3 . 20 . Proposition. — L’ensemble des cylindres stables de Gy{X) est un 

ideal de Cx- Autrement dit, il verifie les proprietes suivantes : 

1 . I’ensemble Cq^x C Cx et contient 0 . 

2. Si A,B G Cq^x sont deux cylindres stables disjoints, alors leur reunion est un 
cylindre stable. 

3. Si A, B G Co,x sont deux cylindres stables, alors leur reunion est un cylindre 
stable. 
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4. Si A ^ Co,A" et B E C, alors An B est un cylindre stable. 


Demonstration. — Ces proprietes decoulent de la proposition |4.3.9| et de la definition 
des cylindres stables. □ 


4 . 3 . 21 . Exemple. — 


Le cylindre Gr*'®^(A’) est stable fcf lemme \4.3.2^) . 


L’interet des cylindres stables est qne Ton pent definir nne mesnre naive snr cet 
ensemble de la maniere suivante. 


4.3.22. Proposition. — 1 . II existe un unique morphisme additif 

/^o,A : Co,A' —^ A4 

tel que fio^x{A) = ['Kri,x{A)]L~^'^^^^‘^, pour tout cylindre A stable au rang n. 

2. L ’application A 1 — >■ fj.Q^x{A) est a-additive sur A G Co,^’- 

3. Pour A et B dans A G Co,x, \\po,x{,A U B)\\< max(||/ro,A’(^)||, \\tio,x{B)\\). Si 
ACB, ||/io,;r(^)|| < ||/io,A(i?)||. 

Demonstration. — Soit A nn cylindre stable de rang n de Gr(A'). Gomme, par defi¬ 
nition, I’application 6*™ est sur 7 rn(A) nne fibration localement triviale par morceaux 
de fibre pour tout m > n, on a dans A4ioc la relation : 

Gette relation permet de donner un sens a la definition, puisque A est un cylindre 
stable egalement au rang m > n. 

Soit A := UjgNAj un cylindre de Gr(A’) stable au rang n, reunion de cylindres 
stables disjoints deux a deux. L’additivite de I’application [ ] entraine I’additivite 
de /io,A- Pour la cx-additivite, on se ramene au cas de I’additivite grace au lemme 

Olj . □ 

4.3.23. La mesure pour les cylindres .— 

4.3.24. Proposition. — Soit X un R-schema formel admissible et reduit. 

1. Pour tout cylindre A G Cx, la limite 

flx{A) := lim /ro,A'(A fl Gr('’)(A’)) 

e^oo 

existe dans M 

2 . Si A E Co,x, alors flx{,A) et /xo,a(A) coincident dans A 4 ioc- 

3. L’application A 1 — fix{A) est a-additive sur A G Cx- 

4 . Pour A et B dans A E Cx, \\px{AU B)\\ < max{\\jlx{A)\\,\\jlx{B)\\). Si 
AcB, ||/i^(A)||<||/i;,(i?)||. 


La preuve s’appuie sur le lemme cle suivant. 
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4-3.25. Lemme. — Soit X un R-schema formel admissible et reduit de pure di¬ 
mension d. II existe Cx € N\{0} tel que, pour tout e et tout n G N avec n > Cx&, 
on ait le resultat suivant : 


1 . rapplication : 

On ■ 7r„+i,A-(Gr(A')) ^ T^n,x{Gi{X)) 

est une fibration triviale par morceaux sur 7rn^x{GT^^\X)) de fibre Af. 

2. En particulier, 

[nn,x{Gre{X))] = [7r,,e,A(Gre(A’))]L"G--e)_ 


Demonstration du lemme \i.3.2d[ . — Le point |4.3.25|/ 2 est une consequence directe 
de I’assertion |4.3.25|/ 1. On pent supposer que X est affine de la forme 


X = Spf R{xi ,... , xn}/2 


^R- 


Soit JT” I’ideal de ... ,xn} engendre par les produits h6, on h appartient 

an conducteur de X dans I’ideal de R{xi,... ,XAr} defini par m < N genera- 
teurs gi,... ,gni G X et on <5 est un mineur m x m de la matrice jacobienne 
{dgj/dxi)i<j<rn,i<i<N■ Le lieu singulier est alors defini par I’ideal \/T + J (ref lemme 
|2.3.10|) . Soit Cx le plus petit entier naturel tel que la puissance c;i'-eme radical de 
I’ideal T + J soit contenue dans I’ideal T + J. 

On peut supposer que X ^ est d’intersection complete. En effet, soit x un 
point de Gr(A’). Soit ip : Spf Rk' ^ X le D-morphisme qui correspond a un point 
geometrique au-dessus de x. Supposons que x ^ 7i^\{GTe{X)). Alors il existe g G 
\/T + J tel que 

(0) g[Lp)^fS modulo 


En particulier, la congruence (0) entraine I’existence d’un element u de I’ideal J tel 
que 

u{ip) ^ 0 modulo 

On peut supposer u = h5, on h G {{gi,... ,gm) : X) et 5 est un mineur de la 
matrice jacobienne {dgj/dxi)i<j<rn,i<i<N- On peut supposer que m = N — d. En 
effet, ipe G R^ appartient a Gre(A’sing) si et seulement si q{(pe) = 0 dans Re pour 
tout q G Re. Ceci reste vrai, en particulier, pour les elements q de la forme 

h6 ci-dessus avec m = N — d. 

Le cylindre Gr^'’^(A’) peut done etre reconvert par un nombre fini de cylindres de 
Gr(B^) de la forme : 

A := {ipe Gr(B^) | {h6){ip) ^ 0 modulo 7 r“+^}. 


II nous suffit done de prouver que, pour tout n > cxc, I’application On est une 
fibration triviale par morceaux de fibre sur (Gr(A’) fl A) (Gr(A) fl A est un 
cylindre de Gr(A’)). Comme h{ip) ^ 0 pour tout ip e A, 

Gr(A) n A = Gr(Spf R{xi,... , x^}/ (/i, • • • , fN-d)) O A. 
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On pent done snpposer que X ^ est d’intersection complete, i.e. I’ideal X 
est engendre par N — d elements (/i,... ,fN-d)- Notons A la matrice jacobienne 
{dfj/dXi)i<j<N-d,l<i<N- 

Montrons que la fibre de On au-dessus d’un point quelconque x de Gr(A’) est k{x)- 
isomorphe d Soit x G Gr(A’). Quitte a etendre les scalaires, on pent snpposer 

que k = Soit alors (^ : B df le i?-morphisme correspondant an point x. 

Soit e' G N, e' < c^e. Posons 

A' := {(^ G A I ord^5((^) = e' et ord^(5'((^) > e' 

pour tout mineur {N — d) x {N — d) 5' de A}. 

L’ensemble A' est un cylindre de Gr(A’). II nous suffit done de prouver que I’ap- 
plication On est une fibration par morceaux triviale sur 'Xn,x{GT{X) n A'). On pent 
snpposer, quitte a reordonner les Xi, que le mineur 6 se calcule a partir des N — d 
premieres colonnes de A. L’ensemble 6 *“^(a:) est decrit par les equations en i/ G 

fj{ip + 7r"+^i/) = + 7T^^+^Fj{y) = 0 

pour tout 1 > j > A — d, on Xj G R{xi,... ,XAr}. Soit M la matrice adjointe de 
la sous-matrice de A definie par les A — d premieres colonnes. En particulier, cette 
matrice a coefficients dans R{xi,... ,xn} verffie 

M. A = {6lN-d, bP) 

on W est une d x N — d matrice satisfaisant a 

W{ip) = 0 modulo(vr®). 

En effet, soit A((^) la sous-matrice N — dxN — dde A( 99 ) formee des A —d premieres 
colonnes, que I’on note pour 1 < i < A — d. Soit j un entier naturel tel que 

l<J<d. Soit Wj{ip) la j-eme colonne de W{(p) {i.e. la A — d -|-j-eme colonne de 
M{ip)./A{ip)). Le systeme 

(O') S^).X = 

ou A = (Aj)i<j<Ar_rf G R^~'^ est un vecteur colonne, admet, pour tout 1 < j < d, 
une solution, qui se decrit explicitement grace a la regie de Cramer par 

Xi = det(Ai((^),... , Ai_i((^), Wj, Xi+i{(p),... , XN-d{v)) ldetX{y)) 

(qui est un element de R puisque le mineur N — dxN — dde A((^) forme des N — d 
premieres colonnes est de valuation minimale parmi les mineurs A — dxA — dde 

A(X)). 

La fibre est alors decrite par le systeme suivant 
(1) 7r-"'M.A((^)+71^+1-"'(.••) = 0. 

Le lemme de Hensel (c/ III §4-3) assure alors que la fibre de On au-dessus de x 
est simplement I’ensemble des y^ G verifiant les equations lineaires 

7 r“® M.A(?/o) = 0 modulo( 7 r). 
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La fibre 0~^{x) est done naturellement munie d’une structure de K(a;)-espace vec- 
toriel, de dimension d, exprimant les iV — d premieres coordonnees en fonction de 
combinaisons lineaires des d-dernieres, dont les coefficients sont parametres par les 
premieres coordonnees de 9 ? (c/ §[^). 

Nous allons conclure cette preuve par un argument “noetherien”. Soit Si un sous- 
fc-schema localement ferme de Gr„(A') contenu dans 7 r„(Gr(A’) r\A'). Le diagramme 
commutatif suivant 

7 r„+i(Gr(df) n A') ^ 7 r„(Gr(A') n A') 

Tr.= e-\s,) --i 


assure qu’il nous suffit de demontrer qu’un fc-morphisme p : T —> S' de schemas lo¬ 
calement de type fini, dont les fibres verifient la condition ci-dessus, est une fibration 
par morceaux triviale, i.e. il existe une partition finie (Sj)^ de S en sous-/c-schemas 
localement fermes telle que, pour tout le schemap“^(Si) est fc-isomorphe a SiX^Af. 

Le lemme |4.3.26| ci-dessous assure que, sous ces hypotheses, il existe un ouvert 
dense Uq ^ S de S := Zq tel que p~^{Uo) soit fc-isomorphe a Uq. Soit Zi le 

complementaire de Uq dans S := Zq. Nous pouvons alors appliquer a nouveau ce 
raisonnement an sous-fc-schema (localement ferme) Zi de GiniN). En reiterant le 
precede, on obtient une suite decroissante de fermes de S, S := Zq D Zi D ..., qui, 
par noetherianite, stationne an rang r. La partition cherchee est alors donnee par 
les ouverts Ui pour 0 < i < r. □ 


4-3.26. Lemme. — Soient S et T deux k-schemas de type fini et p \ T —>■ S 
un k-morphisme de schemas tel que, pour tout x ^ S, le n{x)-schema p~^{x) est 
k{x) -isomorphe a Alors il existe un ouvert dense U de S tel que p~^{U) est 

U-isomorphe a Afj. 

Demonstration. — La propriete etant locale sur la base, on pent supposer que 
S := Spec A, on A est une fc-algebre de type fini. Soit I fini, I’ensemble 

des composantes irreductibles de S. Pour tout i E I, soit pi le point generique de 
Si. Soit D{gi) un ouvert affine de S contenant pi. L’ouvert de S, D{gi)\{Uj^iSj), 
contient pi et est contenu dans Si. Quitte a restreindre encore S, on pent supposer 
en outre que S est irreductible. Designons par p son point generique. 

Commengons par prolonger le k{p) -morphisme de schemas p~^{p) —> ^ 

un morphisme au-dessus de U, pour U un ouvert affine de S de la forme D{g) 
avec g E A. \jcL donnee d’un tel morphisme est equivalente a celle de d sections 
globales de p~^{p). Soit un recouvrement ouvert de T par des ouverts affines 

Ti = SpecSj, on Bi est une fc-algebre de type fini. Comme la donnee d’une section 
globale de p~^{p) est equivalente a celle de |/| sections de p~^{p) au-dessus des 
Ti Xfc Spec k{p) avec conditions de recollement, il nous suffit de prouver I’existence 
d’un tel morphisme pour T affine. Soient B la fc-algebre des sections globales de T 
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et K le corps des fractions de A. Soit (sj)i<j<d d elements de Bk = B®aK. II existe 
alors g ^ Ale\ qne (si)i<i<rf e Bg = B ®a Ag. 

Prouvons que, quitte d restreindre U, le U-morphisme p~^{U) Ajj est encore 
une immersion fermee. On pent snpposer qne T = Spec!?. Si le i^-morphisme 
d’algebres K[Xi,... ,Xd] ^ B^ est surjectif, il existe un element g' & A tel que la 
restriction du t/-morphisme p~^{U) Au a T D{gg') soit deja une immersion 
fermee, en appliquant le raisonnement precedent aux generateurs de B comme A- 
algebre de type fini. En particulier, ceci entraine que le /c-schema T est affine. On 
note T = SpecB, on B est une fc-algebre de type fini. 

Montrons que, quitte d restreindre U, le noyau du morphisme d’algebres Aggi —> 
B®AAggi est nul. On applique le raisonnement precedent aux generateurs du noyau, 
pour trouver un element g” G A tel que la restriction de notre morphisme de schemas 
T Xfc D{gg'g") soit un isomorphisme. 

□ 


Demonstration de la proposition U-3.24 


m. Le lemme cle 4.3.25 


- Soit A un cylindre de Gr(A') de rang 
assure que pour tout e G N I’ensemble A fl est 

un cylindre stable de rang max{m,CA;e). II nous faut done montrer que la suite 
{fio,x{A n Gr*^®^(A’)))eeN converge dans A4, i.e. est de Cauchy dans Ai. Posons 
:= AlnGr(")(A’) et Al(e) := Gr(A’)\(AlnGr(")(A')) = Ann-^{GT,{XAng)). Soient 
£ > 0 et g = E{—log{e)/log2) + 1. On vent montrer qu’il existe Cq G N tel que pour 
tons e' > e > Cq 

Par additivite de [ ] sur les constructibles, on obtient, pour n > max(m, cxc, cxe') : 
En particulier, ceci entraine que 

= {[Kn,x{A^''^) nTln,x{A(^e))] “ [Kn,x{A^^''^) O 7r„,A’(^(e'))] 

+ {[TTn,x{A(e’))] - [7rH,A’(-4(e))])L~(”+^^'^. 

Si e' > e > 7 (g), on 7 designe la fonction de Greenberg pour d4mg, le lemme [4.3.14 
assure que 

et 

Ceci implique que la suite {[Tin,x est de Cauchy dans M. 

Les autres assertions sont verifiees par Pq^x et sont stables par passage a la limite. 

□ 
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4-3.27. Lemme. — Soit A un cylindre de Gr(A:’) de rang m. La suite 




converge dans M vers jUx(A). 


Demonstration. — Soit e > 0, posons := A\ 7 rg ^(Gre(A’sing)). Soit 7 la fonction 
de Greenberg pour d^mg- Le lemme ^3. 14| assure que, pour tout n > max( 7 (e), m, cxc), 

appartient a Par definition, A^^'^ C II decoule du lemme [4?3.25 

que est stable de rang max(m, C;f 7 (e)). Par consequent, pour tous n et n' > 

max(m, cx'jie)), 


On en deduit que pour tous n et n' > max( 7 (e), m, c^'e), [vr^ AA)]LAn+l)^ _ 
['^n',x(A)]L G’+i)d appartient a F^~^^A4ioc- Ceci signifie que la suite 

est une suite de Cauchy et done converge vers C dans A4. Comme, par definition, 
ftx{AA^'^')'>) = [7rn,x{AA^)]L~A+^A pQ^^. ^ > max(m, ca’ 7 (e)), on en conclut que la 
suite de terme general jlx{AA^^^'>) converge vers C dans M.. Comme, par definition, 
{ilx{AA^^'>'^)) converge vers fjix{A), on en deduit que iix{A) = C. □ 


5. Ensembles mesurables 

Supposons desormais que X est un i?-schema formel admissible et reduit. 

5.1. La definition.— 

5.1.1. Definition. — Soit A un sous-ensemble de Gt{X) . On dit que A est mesurable 
dans Gr(A:’) si, pour tout e > 0, il existe un ensemble I{e) au plus denombrable et 
une famille de cylindres (v 4 j(e))j£ 7 u{o} t^ls que 

1 . AAAo{e) C \^Ai{e), ou A designe la difference symetrique. 

iei 

2. ||/r(y4j(£))|| < e, pour tout i E F 

Dans ce cas, on dit qu’une telle famille de cylindres (Aj(£))jg 7 (£)u{o} est une e- 
approximation cylindrique de A. Le cylindre Ao(e:) est appele la partie principale 
de rapproximation cylindrique Ai{^^y On dit que A est fortement mesurable si de 
plus on peut choisir Ao(e:) C A, pour tout £ > 0. 

5.1.2. Exemples. — 1. Tout cylindre C de Gr(A’) est mesurable (meme forte¬ 

ment mesurable). En effet, si e > la famille de cylindres {C, 0, 0, 0,...) est 
une e-approximation cylindrique de C. 
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2. Soit Z X un sous-R-schema formel ferme d’un R-schema sttf lisse sur R de 
pure dimension d. Alors Gt{Z) est un ensemble mesurable de Gr(A’). En effet, 
si Z ne contient aucune composante de X, le resultat est une consequence du 
lemme cle \l.3.1^ . Sinon Z s’ecrit comme 

Z = {Ui(zjXi) U (Z) 

oil les Xi sont des composantes connexes de X et Z un sous-R-schema formel 
ferme de X de dimension au plus d — 1. On a alors 

Gt{Z)A U (U,e7Gr(A’i)) C 7r-'^(Gr„(Z)) 

pour tout R G N. En effet, soit z G Gy{Z) tel que z ^ Ujg/A’j et TTn,x{z) G 
GTn{Xig). Alors TTo^xiz) G Gr„(A’jp) et, comme Xi^ est ouvert, le point z ap- 
partient a Gn{Xif).Le resultat decoule alors du lemme U.S.lf - Soient e > 0 et 
q = E{—log{e)/logifl)) + 1. Pour tout n > 7 ^(g), on a 


On designera par (resp. 


I’ensemble des ensembles mesurables {resp. forte- 


ment mesnrables) de Gr(A’). 


5.1.3. Proposition. — Les ensembles departiesDx ei D;^ verifient les proprietes 
suivantes : 

1. C Bx. 

2. Les ensembles Gr(A’) G D;^ et 0 G D;^. 

3. L’ensemble Bx (resp. e,st stable par intersection finie. 

4. L’ensemble Bx (resp. B(^) est stable par reunion finie. 

5. L’ensemble Bx est stable par passage au complementaire. 

6 . Si A et B sont deux parties mesurables de G{X), alors A\B est encore une 
partie mesurable de Gt{X). 

En particulier, Bx est un anneau booleen. 


Demonstration. — Les ensembles Gr(A’) et 0 sont des cylindres, done des ensem¬ 
bles fortement mesurables. Soit £ > 0. Soit AG pour 1 < i < n une famille finie 
d’ensembles mesurables de Gr(A’). Pour tout 1 < i < n, soit une 

^-approximation cylindrique de AG . La famille de cylindres definie par Ao{e) := 
et les A^j\e) pour tout 1 < i < n et tout j & h, est une ^-approximation 
cylindrique de A := \J(^iAG , De meme, la famille de cylindres definie par BQ{e) := 
rf^iAQ\e), et les A^j\e) pour tout 1 < i < n et tout j G /*, est une ^-approximation 
cylindrique de B := iXf^iAG , Le point 5 decoule de I’egalite suivante 

AAAoie) = {GT{X)\A)A{GT{X)\Ao{e)). 
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Le point 6 est une consequence formelle des points 3 et 5 et la suite de cylindres 
definie par Co{e) := 74Q^^(£)\AQ^^(e), les pour tout j G Ii et les Af\e) pour 

tout i & I 2 est une ^-approximation cylindrique de C := □ 


5.2. La mesure motivique pour les ensembles mesurables.— 

5.2.1. Theoreme. — Soit X un R-schema formel admissible et reduit. 

1. Pour tout ensemble mesurable A G Dx, la limite 

lix{A) := \imilx{Ao{e)) 

e^O 

oil Ao{e) designe la partie principale d’une e-approximation cylindrique, existe 
dans M. En outre, cette limite est independante du choix des approximations 
cylindriques de A. 

2. Si A & Cx, alors fix{A) et jlx{A) coincident dans M. 

3. L’application A p.x{A) est a-additive sur A G Dx- 

4. Pour A et B dans A G E)x, \\sx{Ayj B)\\ < max(||/i;t-(y4)||, Si 

ACB, ||/i;,(Al)||<||/i^(5)||. 


Demonstration. — On omettra I’indice X dans la preuve. La preuve du point 1 est 
I’adaptation d’une preuve de Batyrev (c/ |^), etablie pour demontrer un resultat 
analogue. Soit A un ensemble mesurable. Soient £ > 0 et e' > 0 deux nombres reels. 
Soient ^/(e) et ^//(g/) deux approximations cylindriques de A. 

Par definition, on a la relation 

C ( U /i.(£))u( U 

iel{£) iGl'ie') 


Comme AqI^s )est un cylindre, le lemme ^3.10| assure qu’il existe deux entiers 
L{e) et L{e') tels que 


L{e) L{e') 

Ao(£)AAl'(eOc (UA(e))u(U Al'(e') 

i=l 


2 = 1 


Les proprietes de la norme sur M. donnent la relation 

||/r(y4o(e)AAo(£'))|| < max{e,e') 


En utilisant les inclusions 


^o(^)\(Ao(£) ny4g(£^)) c AQ{e')/AXQ{e') 
^o(^0\(^o(£) O Ao(£')) c Ao{e)AAQ{e') 

on obtient les inegalites 

||/i(Ao(£)\(Ao(e) n Ao(A)))|| < max(e:,A) 
ll/^(^o(^)\(^(^) n A[,(A)))| < max(£,A). 
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En utilisant la proposition [4.3.24| et les decompositions Ao(£) = (v4o(e)\(Ao(£) ft 
^o(^O)) LJ (^o(£) n AqIe')), AqIe) = (Aq(e)\(Ao(e) n 74o(£'))) U (Ao(e) n Aq(e')), on 
obtient 


II/u(Ao(e)) -/u(A'fj(E'))ll < max(E,E'). 

Ce resnltat snffit ponr montrer le theoreme. En effet, si vient 

de montrer qne la famille (^/(£))£>o est nn filtre de Canchy, done converge dans 
M. En ontre, soient a et a' les limites respectives des snites (/i(y4o(l/R))nGN et 
(/i(AQ(l/n))„gN- On a I’inegalite 


||a - a'll < ||a - ^^{Ao{l/n))\\ + ||/i(Alo(l/R)) - /r(Ai;)(l/m))|| + ||a' - /r(Alo(l/m)) 

II est alors clair qne a = a'. Par consequent, les deux limites coincident. 

Soit C un cylindre de Gr(A’). Le point 2 decoule du fait qne, pour tout £ > 0, 
pent choisir une ^-approximation de C de partie principale egale a C. 


Les points 3 et 4 sont demontres ci-dessous. Pour le point 3, cf corollaire |5.3.S 
Soient A ei B deux parties mesurables de Gy{X). Soit £ > 0. II existe une 
approximation cylindrique de AU B de partie principale Aq{e) U Bq{e), on Aq 
(resp. Bo{e)) est la partie principale d’une ^-approximation de A (resp. B). 
premiere partie de 4 en decoule. La derniere assertion de 4 est demontree dans 


preuve du lemme |5.3.6 


on 

/I. 

£- 

(^) 

La 

la 

□ 


5.3. Les proprietes generales. — 

5.3.1. Les proprietes des approximations eylindriques. — 

5.3.2. Lemme. — Soient A et B deux ensembles mesurables disjoints, alors, pour 
tout E > 0, il existe une E- approximation cylindrique v4*(e) (resp. B^{e)) de A (resp. 
B) telle que Ao(£) fl Bq{e) = 0. 

Demonstration. — Soit e > 0. Par definition, il existe une e-approximation cylin¬ 
drique (y4'(e))ig/u{o} (resp. (i?'(e))igju{o}) de A (resp. B). La suite de cylindres de 
Gr(A’) definie par Ao[e) := Aq{e)\Bq{e), par les v4j(e) pour tout i E I et par les BI^e) 
pour tout j E J {resp. par Bj{e) pour tout j E J U {0}) est une e-approximation 
cylindrique de A {resp. de B). Ges deux suites repondent a la question. □ 

5.3.3. Corollaire. — Soit une famille finie de parties mesurables deux 

a deux disjointes, alors, pour tout I < i < n, pour tout e > 0, il existe une e- 
approximation eylindrique A^^ de A^'‘'>, telle que si i ^ j, Ao^(e) D Ao'^^(e) = 0. 

Demonstration. — Soit e > 0. L’assertion se prouve par recurrence sur n. Supposons 
que ce cardinal soit egal a n -|- 1. Gonsiderons n -|- 1 parties mesurables de Gy{X) 
deux a deux disjointes. Par hypothese de recurrence, on pent trouver, pour tout 
I < i < n, des e-approximations eylindriques A^^ de de parties principals deux 
a deux disjointes. La proposition ^.1.3|/ 4 assure qu’il existe une e-approximation 
cylindrique de de partie principale Ui<i<AQ^(e). La preuve du lemme 
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5.3.2| construit alors une ^-approximation cylindrique de de partie principale 

d’intersection vide avec Ui<i< 74 Q^(£). □ 


5.3.4- Lemme. — Si A et B sont deux ensembles mesurables tels que A <Z B, 
alors, pour tout e > 0, il existe une e-approximation cylindrique A^ (resp. B^) de A 
(resp. de B) telle que Ao(£) C Bo[e). En partieulier, si B est fortement mesurable, 
on peut supposer que Ao(£) C Bo{e) C B. 

Demonstration. — Soit e > 0. Soit A'^{e) [resp. B[{e)) une ^-approximation de A 
(resp. B). La suite de cylindres A,,{e) [resp. B^{e)) definie par Ao(£) := A'Q{e)'r\BQ{e), 
par les pour tout j 7 ^ 0 et les Bl[e) pour tout j 7 ^ 0 [resp. par les Bl[e)) est une 
^-approximation cylindrique de A (resp. B) verifiant la propriete de I’enonce. □ 

5.3.5. Les proprietes de la mesure sur les ensembles mesurables .— 


5.3.6. Lemme. — Si A et B sont deux ensembles mesurables de Gr(d:’) et si A G 
B, alors on a \\fix{A)\\ < \\fix{B)\\. 


Demonstration. — D’apres le lemme |5.3.4| , on peut trouver une ^-approximation 
cylindrique de A et une 5 -approximation de B telles que Ao(^) C Bq^s). Le resultat 
decoule alors du fait que ||/i;v;’(ylo( 5 ))|| < \\p,x{BQ[e))\\ et de la continuite de la 
norme. □ 


5.3.7. Proposition. — Soit {A^^'>)i^TS! une suite d’ensembles mesurables (resp. forte¬ 
ment mesurables) tels que la suite (/i;(:'(A^*)))jgN tende vers 0 dans Ad. Alors 
est mesurable (resp. fortement mesurable). 

Demonstration. — On posera /i pour px dans cette preuve. Soit 5 > 0. II s’agit de 
construire une 5-approximation cylindrique de Pour tout e' > 0, pour tout 

i G N, soit une 5'-approximation cylindrique de On a montre dans la 

preuve du theoreme f).2.1\ que : 

\\p{A^f\e/2)) - p{A^f\l/n))\\ < max(5/2,1/n). 

En partieulier, ceci entraine que, pour tout i G N, 

||M4‘’5/2))||<52 + llMAqi|. 

Enfin, par hypothese, il existe io ^ N tel que, pour tout i > ^ 0 , ll/^(^^*^)ll < £/2. 
Done 

MAf{e/2))\\<e. 

La suite de cylindres definie par Bq^e) := U*^Qy4Q^(5/2), par les ^^*^( 5 ) pour i G N 

et j G Ji, et les 51 q''"*'’'''^^( 5/2) pour tout i G N, est une 5-approximation cylindrique 
de B := \JA^''\ grace au clioix de io- 

□ 
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5.3.8. Proposition. — Soit A := une reunion denombrable d’ensembles 

mesurables de Gt{X) deux d deux disjoints . Si on suppose que A est un ensemble 
mesurable de Gt{X), alors px{A) = 


Demonstration. — Pour tout 5 > 0, Ai(^s){^) designe une ^-approximation cylin- 
driqne de A et une ^-approximation cylindriqne de A^^'> ponr tont j E N. 

Soit 1 > e > 0. Par definition de la mesure px, d existe £ > e' > 0 tel que 
\\fix{A) - px{Ao{e'))\\ < e. Comme A/AAq^e') C Gi^i(s')Ai{e'), 

AQ{e') C U (Uig/(e/)Aj(£')). 

De meme, comme A^^'^/AAQ\e') C Uig/^(e/)Ap'*(£'), 

Ao{£') C (UjgN,ie/j(e')U{0}^?^) U (Uj>iy4j(£0)- 


Le lemme ^3.10| assure I’existence d’un entier m{e') E N tel que pour tout n > m{e') 

A^^e') C {Uj<nA^'>) U (UigM^) 

ou M est un ensemble fini et les Ci sont des cylindres de Gr(A’) tels que ||/iA’(C'i))|| < 
e' pour tout i E M. En remarquant que la suite de cylindres de Gr(A') definie par 
Bq\£') := Aq\£') n Aq{£')^ par les Ai{£') pour tout i E I ei les pour tout 

i E Ij, est une ^'-approximation cylindriqne de pour tout j E N, et que, pour 
tout 0 < j < n, Ton pent choisir les Aq\£') disjoints deux a deux, on a dans M. 
I’egalite : 

n 

S‘x{Bq\£')) y^^PxjCl) 

j=0 iel 

OU les cylindres G' := Ci fl Ao{£') de Gr(A’) sont tels que ||/rA'(G'))|| < e'. En 
particnlier, ceci entraine qne ponr tont n > m{£') : 

n 

l^x{A„(e')) -Y,^x{Bi>\e')) e F-M 

i=o 

avec q = E{—log{£)/log2) et done, grace an choix de e', qne 

n 

Fx(A) - € F-M. 

3=0 

Par aillenrs, par definition de la mesnre, il existe e' > e" > 0 tel qne 

n n 

J2Fx(B^\e")) e F-M. 

3=0 j=0 


En outre, par un argument utilise dans la preuve du theoreme 5.2.1 


E F^M. 

3=0 3=0 
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En additionnant ces trois dernieres egalites, on obtient que pour tout n > m{e') : 




5.3.9. Corollaire. — 1. Soit (74j)jgN une famille de mesurables deux d deux 

disjoints, alors leur reunion G.st mesurable si et seulement si la suite 

des volumes (/iAf(^i))iGN tend vers 0 quand i tend vers I’infini. Dans ce cas, 
on a la relation : 

(UnGN-^n) ^ ^ l^X (^n) • 
nSN 

2. Soit A un sous-ensemble de Gr(A’) tel qu’il existe une suite d’ensembles mesurables 
(An)neN de Gr(A’) verifiant les conditions suivantes : 

(a) pour tout n> 0, A^+i C A^. 

(b) A = n^gN^n- 

Alors A est mesurable si et seulement si la suite (/iA(^n))neN converge dans 
M. Dans ce cas, on a 

px{A) = lim px{An). 

n^+oo 

3. Soit B un ensemble mesurable de Gr(A') tel qu’il existe une suite d’ensembles 
mesurables {Bn)n£'N de Gr(A’) verifiant les conditions suivantes : 

(a) pour tout n > 0, Bn C -Bn+i- 

(b) B = U„gN-Bn- 

Alors B est mesurable si et seulement si la suite {iax{Bn))ne'N converge dans 
M. Dans ce cas, on a 

pix{B) = lim px{Bn). 

n—^+oo 


Demonstration. — Dans cette preuve, on omettra les indices X. Le point 1. est une 
simple retraduction des propositions ^.3.71 et |5.3.8| et du fait que la topologie de M. 
est ultrametrique. 2. Pour tout n G N, posons G„ = An\An+i. Les G„ sont alors des 
ensembles mesurables disjoints. Par ailleurs, 


Cette egalite entraine en particulier que A est mesurable si et seulement si la reunion 
U„gNG„ best. Or le point 1. implique que U„gNG„ est mesurable si et seulement si 
la suite (p(G„)) tend vers 0 dans A4. Par additivite de la mesure, on a I’egalite 
s{Cn) = si^n) — si^n+i)- Comme la topologie de A4 est ultrametrique, la suite 
{p{Cn)) tend vers 0 dans M. si et seulement si la suite {p{An)) est de Cauchy dans 
Ai. Enfin, comme A4 est complet, U„gNG„ est mesurable si et seulement si la suite 
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{^{An)) converge dans Ai. Dans ce cas, le lemme |^3.9| assnre qne fi{A) = Ymvn^An). 
3. Posons Cq = i?o, Cn = Bn — Bn-i, ponr n> 1. Les Cn appartiennent a Dx et sont 
disjoints denx a denx. En ontre, comme Bn = on a 5 = U^gNC'n- L’assertion 

1. assure qne B est mesurable si et seulement si la suite (ju(Cn)) tend vers 0 dans 
M. Par additivite de la mesure, on a I’egalite niCn) = n{Bn) — fi{Bn-i) pour n > 1. 
Comme la topologie de A4 est ultrametrique, la suite {fi{Cn)) tend vers 0 dans A4 
si et seulement si la suite {fi{An)) est de Cauchy dans A4. Enfin, comme A4 est 
complet, UneNC'n est mesurable si et seulement si la suite {fi{Bn)) converge dans 
A4. Dans ce cas, le lemme |5.3.9| assure qne /i(i?) = lim/x(i?„). □ 


5.4. Les ensembles de mesure nulle. — Dans ce paragraphe, D designera 
Soit D* la famille des sous-ensembles E C Gt{X) pour lesquels il existe des 
ensembles mesurables A et B tels qne A <Z E <Z B et fi{B\A) = 0. 

5.4-1 ■ Lemme. — Les ensembles D et D* sont egaux. 

Demonstration. — L’inclusion D C D* est claire. Soit G D*. II s’agit de montrer 
qne pour tout e > 0 on pent trouver une ^-approximation cylindrique E^M(e)(^) de 

E. 

Soit £ > 0. Par definition, il existe des ensembles mesurables A G D et i? G D tels 
qne A C E C B et ^{B\A) = 0. Il existe un entier uq G N, une 1/no-approximation 
cylindrique Aj de A et une 1/no-approximation cylindrique Bj de B telles qne 

1. 1/no < £ 

2. ||/x(74i(l/no))|| < £ et ||/i(-Bj(l/no))|| < e pour tout i G / et tout j G J. 

3. ||/r(5o(l/no)\Ao(l/no))|| < £. 

La suite de cylindres definie par Eq^e) := Bo{l/no), par i?o(l/no)\Ao(l/no), par les 
Ai{l/no) pour tout i G / et les -Bi(l/no) pour tout i G J est une e-approximation 
de E. 

□ 


5.4-2. Lemme. — Soit E C Gr(d:’). Alors E est mesurable de mesure nulle si et 
seulement si pour tout e > 0, il existe un ensemble au plus denombrable I et une 
suite de cylindres {Ei{e))i^i telle que E C Ujg/i?i(e) et \\fi{Ei{e))\\ < e pour tout 
i G I. 

Demonstration. — Cette condition est suffisante de maniere evidente. Inversement, 
soit E un ensemble mesurable de mesure nulle. Soit e > 0. Il s’agit de trouver une 
e-approximation cylindrique de E de partie principale vide. 

Par construction de la mesure, il existe un entier no G N et une 1/no-approximation 
cylindrique Ej de E tels que : 

1. 1/no < £■ 

2- ||/i(^o(l/^o))|| < 
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3. ||/i(i?'(l/no))|| < £ pour tout i G /. 

La suite definie par -Eo(^) := 0 et par les i?'(l/no) pour tout i E I U {0} est une 
e-approximation cylindrique de E verifiant la propriety annoncee. □ 

5.4-3. Corollaire. — Soit A un sous-ensemhle de Gt{A), tel que A <Z C, avee 
C un ensemble mesurable de mesure nulle de Gi{X). Alors A est un ensemble 
mesurable de mesure nulle. 

Demonstration. — Par definition, il existe une suite de cylindres (Ci(e))ie/ telle que 
C C Gi^iCi{e) et ||/i(Cj(e))|| < e pour tout i > 1. Posons Ai{e) := Cj(e), pour tout 
i E I. Comme A <Z C, A E Ujg/74j(e). □ 

6. Mesurabilite des images directes et inverses 

Dans cette section, nous allons etudier le probleme de la stabilite de la propriete 
de mesurabilite par image directe et inverse sous un morphisme h. 

Soit h ■. y ^ X un D-morphisme de schemas formels admissibles et reduits, tons 
deux de pure dimension d. 

6.1. Le jacobien d’un morphisme. — 

6.1.1. La multiplicite d’un point le long d’un sous-schema formel ferme. — Soit 
Z ^ X un sous-i?-schema formel ferme de X, defini par un OxAniscenu d’ideaux 
Tz. Soit X E Gr(d:’). Soit ip : Spf Rk' ^ X le D-morphisme qui correspond a x. On 
dispose du morphisme canonique de OA'-modules : 

L’*Az ■ 

L’image de ce morphisme est un C>ij^,-faisceaux d’ideaux de Or^, . Deux cas se presen- 
tent alors : soit cet ideal est nul, soit il existe un entier naturel n G N tel que 
P*Xz.Or^, =7r^.OR^,. 

On appelle multiplicite de x le long de Z I’entier defini par la valuation du genera- 
teur de I’ideal p*Xz.Or^, de Rk' si cet ideal est non nul, I’infini sinon. On definit alors 
I’application mult^(a;) : Gr(d:’) N U {cxd} comme I’application qui a a; G Gr(d:’) 
associe la multiplicite de x le long de Z. 

Soit i -.U ^ X nn sous--R-schema formel ouvert, quasi-compact. Soit x E Gr(d:’) 
tel que le D-morphisme p correspondant rende commutatif le diagramme suivant 

Spf Rk' ——^ X 

•fu 

U 

Les deux faisceaux d’ideaux de Or^,, Pu^zau-^Ry et X*3^z-Or^, , sont egaux (par 
commutativite du diagramme). En particulier, on en deduit la formule : 

mult^(a;) = mult zm{x). 




INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 


33 


6.1.2. Lemme. — Soit Z ^ X un sous-R-schema formal ferme de X. On a les 
deux assertions suivantes : 

1. Pour tout n G N, la fibre mult 2 ^(n) est un ensemble cylindrique de Gr(A’). 

2. Pour la fibre de I’infini, on a I’egalite : 

mult^^(cx)) = Gi{Z). 


Demonstration. — On pent supposer que X est un schema formel affine. Si A" : = 
Spfi?{a;i,... notons A := R{xi,... ,X]^}/2. Le sous-schema formel Z est 

alors defini par la donnee d’un ideal J de A. Dans ce contexte, I’ideal Xz-Or^, est 
simplement I’ideal de R^' engendre par les fi'((v^i)i<*<N) pour tout G JT” et on le 
A^-uplet de {(pi)i<i<N, correspond an morphisme (p. 1. Posons 

C^>n:=^T,n(Grn(2)). 

On va montrer que 

0>n = {x E Gr(A’) I mvMzix) > n}. 

Cette egalite decoule alors directement des definitions. Comme G>„ est un cylindre 
de Gr(A’), la premiere assertion est une consequence du fait que 

{x G Gr(A’) I mult^(a;) = n} = C>n\C>n+i- 

Le point 2. se deduit de la description ci-dessus. □ 


6.1.3. La definition. — Soit y un point de Gr(3^)\Gr(3^sing) et p : Spf 3^ le 

morphisme correspondant, avec k' une cloture parfaite de K{y). On dispose de la 
suite exacte canonique : 

0 




qI 


ni 


qui induit, en passant aux puissances exterieures d-emes, une nouvelle suite ex¬ 
acte : 

0 . 




Qd 

^‘■y/R 


Qd 


Par exactitude a droite du foncteur image inverse, on deduit une nouvelle suite exacte 
dans la categorie des -Modules (equivalente a celle des i?fc'-modules 7r-adiques, 
puisque Spf Rk> est affine) : 


p {h LY^x/r) 


X*^y/R 


X ^y/x 


0 . 


Le i?fc/-morphisme 


p*Llyi^ induit un morphisme 


(torsion) ^ ((^*Gj/^)/(torsion). 


On definit alors I’ordre de I’ideal jacobien de h en y, note ord 7 r(Jac)/i(i/), de la maniere 
suivante. Le choix de p entraine que L := (/i*D^^j:j)/(torsion) est un i?fc/-module 
fibre de rang 1. On deduit du theoreme de structure des modules de type fini sur 
les anneaux principaux, que I’image de M := (99*(/i*f2^^j:j))/(torsion) dans L est 
soit 0, soit pour un certain n G N. On pose alors ord^(Jac)/i(i/) = cx) et 

ord 7 r(Jac)/i(i/) = n respectivement. 
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6.1.4- Definition. — On appelle ordre de Videal jacobien de h I’application 
ord^(Jac)ft : Gr(3^)\Gr(3^sing) ^ N U {cx)} 
qui d y G Gr(3^)\Gr(dosing) associe /’eniier ord^(Jac)h(|/) defini ci-dessus. 

On appelle lieu sauvage de h le sous-ensemble de Gr(3^) defini par 

Eh ■= Gr(3^sing) U fi"^(Gr(A;ing)) U {y e Gr(3^) | ord^(Jac)/i(|/) = cx)}. 

On notera Yih I’ensemble {y G Gr(3^) | ord^(Jac)/i(|/) = cx}. Soit B un sous-ensemble 
de Gr(3^). On dit que le morphisme h est tempere sur B ?,{ B 0 Eh est mesurable 
de mesure nulle. On dit que h est tempere si h est tempere sur Gr(3^), i.e. si le lieu 
sauvage de h est de mesure nulle. 

Supposons que le i?-schema formel y est lisse. Soit B un sous-ensemble de Gr(3^) 
contenu dans le complementaire du lieu sauvage de h. L’ensemble B est alors contenu 
dans I’ind-cylindre 

(UegNfi-'(Gr(^HA’))n(Ue /gn{|/ e Gr(3^) I ord^(Jac)/i(|/) = e'}). 

Nous noterons Ae,e' I’ensemble /r“^(Gr*'®^(d:’)) fl {r/ G Gr(3^) | ord 7 r(Jac)/i(r/) = e'}. 
En particulier, si B est un cylindre, il est contenu dans la reunion d’un nombre fini 
de tels Ae,e'- 

6.1.5. Le cas lisse. — Supposons en outre que le i?-schema formel y est lisse sur R. 
Dans ce cas, I’application ord^(Jac)/i est definie (grace a un precede general) par un 
(93;-faisceau d’ideaux, Fittrf(D},^^). 

Soit y G Gr(3^) et c/? G y{Rk') le i?-morphisme qui lui correspond. L’image du 
morphisme naturel : 

M := {if*{torsion) ^ L := 

est un -Module, M', fibre de rang au plus d. La suite exacte canonique : 

0^ M' ^ ^*ny/x 0 

est une presentation de puisque y est lisse. De cette suite, on deduit le 

morphisme : 

dont I’image est le d-eme ideal de Fitting de g:>*Llyi^. 

6.1.6. Lemme. — Siy est lisse, les applications OTd.,r{Jd-c)h ef mult 2 :^ sont egales 
sur Gr(3^), oil Zh X est le sous-R-schema formel de X defini par le d-eme ideal 
de Fitting de OLyj^. 

Demonstration. — Ceci decoule directement des definitions des deux fonctions. □ 
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6.1.7. Une formule de composition .— 

6.1.8. Lemme. — Soient h : y ^ X et g : Z ^ y deux R-morphismes de R- 
schemas formels admissibles et de pure dimension d. Soil z G Gt(Z) tel que 

z ^ (Gr(Zsing) U fi'“^(Gr(3^sing)) U (/i o 5()"^(Gr(A’sing))). 

On a alors I’egalite suivante : 

ord^(Jac);iog(^) = ord^(Jac)/j o g{z) + ord^(Jac) 3 ( 2 ;). 

Demonstration. — Soit ip E Gr(^)(/c') un -R-morphisme correspondant a 2 :. L’ordre 
de I’ideal jacobien de h o g est donne par le morphisme : 

(h o 

La fonction ord^(Jac)ft est decrite par le morphisme : 

h*0^ (Jd 

“A'/R ^ “T/R- 

Enfin, I’ordre de I’ideal jacobien du morphisme g est donne par : 

9 ^T/R ^i/R- 

Ces morphismes induisent deux -morphismes 

ip {hog) Vh^x/R 7^ GL%ipi^ 
et 

{9 ° 9^) {h GL^x/r) ^ (s' ° ‘T’) ^y/R ^ T’ (9 ^t/r) ^ T’ Gh^zjR 

qui sont egaux. Ceci entraine en particulier que I’ordre de I’ideal jacobien de ho g 
en 2 ; est infini si et seulement si I’ordre de I’ideal jacobien de h est infini en g{z) on 
si I’ordre du jacobien de g est infini en 2 ;. 

Supposons desormais que I’ordre de I’ideal jacobien de h o g en z est fini. Posons 
L := {g o 99)*Gy^^/(torsion). L’image de M := (fi o ^ o 99)*f2^^^/(torsion) dans L 
est un -Module M' fibre de type fini. II existe n G N tel que M' = tt^L. De 
meme I’image R de L dans K := (/)*f22^j:j/(torsion) est canoniquement isomorphe a 
L' = TT^iP. L’egalite des deux morphismes precedents prouve la formule : 

ord^(Jac);iog(i/) =m + n 

qui est I’egalite voulue. 

□ 

6.2. La mesurabilite de I’image directe. — Soit B un ensemble mesurable 
de Gr(3^). Dans ce paragraphe, nous etudions le probleme de la mesurabilite dans 
Gr(d:’) de I’image par h de I’ensemble B. 
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6.2.1. Le cas cylindrique. — En general, I’image par h d’un cylindre de Gr(3^) n’est 
pas un cylindre de Gt{X) (meme si 3^ est snppose lisse). 

6.2.2. Lemme. — Supposons que y est lisse. Si B est un cylindre de Gr(3^), alors 
on a les proprietes suivantes : 

1. il existe une suite de cylindres (A)iGN de Gr(A’) telle que h{B) C et 

\\f^x{A)\\ < \\fiy{B)\\, pout tout i G N. 

2. Supposons que h{B) fl Gr(d4mg) = 0, et que B HUh = ^. Alors h{B) est un 
cylindre. 


Demonstration. — 1. Snpposons d’abord qne ||/iy(-B)|| = 0. Gomme B est nn cylin¬ 
dre et que y est lisse, ceci entraine que i? = 0 et que h{B) = 0. Supposons desormais 
que ||py(i?)|| 7 ^ 0. Gomme Gr(d4ing) est contenu dans un cylindre de volume aussi 
petit que Ton veut, on peut supposer que h{B) C Gr(d:’)\Gr(d4ing). Soit cq G N un 
entier. On a I’egalite ensembliste 

h{B) = Ue>e,{GA\A:)nh{B)). 

Posons fl h{B) =: IAA(^b) pour tout e > Cq. Soit e > Cq. Notons ks le rang 

du cylindre B. Pour n > max(/cB, cq, cxe), I’ensemble 


est un cylindre de Gr(d:’) par le theoreme de Ghevalley, de rang n et contenant 
En outre, An'^ est contenu dans Gr^®^(A'). Soit n > max(fcB, eo, c^e), comme 
An'^ est stable an rang n. 


Or \\py{B)\\ = 

2. Par le lemme |¥^3.1U| , il existe un entier e! tel que B est contenu dans h~^{GA \AI)) 
et Ton peut supposer que ord 7 r(Jac)/i est borne sur B. L’assertion decoule alors du 
lemme cle [7. 2 .21 . □ 


6.2.3. Corollaire. — Supposons que y est lisse. Soient B C Gr(3^) et A C. Gr(d:’) 
des ensembles fortement mesurables tels que -B fl = 0 et = A. Alors, 

pour tout e > 0, il existe une e-approximation cylindrique Bj(^^) de B et une e- 
approximation cylindrique ^/(e) de A telles que h{Bo{e)) = A^^e). 


Demonstration. — Soit Bj une ^-approximation cylindrique de B. Par hypothese, 
B = Ue,e'GN(5 H Ae,e') et Bq^e) = Ue,e'GN(^0(£) H Ae,e')- POSOUS B^^^i '.= B H Ae,e' 
et B'f’^\e) := Bi{e) O A,e', pour tout i G JU {0}. Par le lemme [7. 2 .21, I’ensemble 
h{B\^’^ ^(e)) est un cylindre de 01(717). En outre, le lemme [4.3.10| assure qu’il existe 
m G N tel que 

Bo{e) = Ui<jj<m-Bo ^ (^)- 
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L’egalite BABo{e) C entraine que, pour tout e et e' G N, C 

et done que h{Be,e')^h{B^'‘^\e)) C ^). Comme 

I’ensemble h{Bo{e)) est un cylindre de Gr(A’). Le lemme [6.2.2[ /l assure la validite 
de I’assertion annoncee. □ 

6 .2.4- Le cas general. — 

6.2.5. Theoreme. — Supposons que y est lisse et que h est tempere. SiB <Z Gr(3^) 
est mesurable (resp. fortement mesurable), alors h{B) C Gr(A’) est mesurable (resp. 
fortement mesurable). 

Demonstration. — Soit £ > 0. Posons A := h{B). On a 

B={Bn /i-i(Gr(df,i,g))) U (5\/i-i(Gr(df,i,g))). 

Gomme h est tempere, on pent supposer que -BflS/i = 0. Soit -B/(£) {resp. Sj(£)) une 
e-approximation cylindrique de B (resp. S/j). Gomme -BflS/j = 0, on pent supposer 
que -Bo(^) H So(^) = 0- Gomme I’ensemble T,^ est un pro-constructible de Gr(3^), la 
quasi-compacite de la topologie constructible entraine que 

C (So(e)) U (Ui<j<mSj(e)), 

avec m G N. Gomme la suite de cylindres de Gr(3^), definie par 

B'oi^) ■= -So(e)\(Ui<i<mSj(e)), 

par les = Si(e) pour 1 < i < m et les Bi{e) pour i G /(e), est une e-approximation 
cylindrique de /?, on pent snpposer que /?/(£) verifie la condition Bf){e) fl = 0. Or 

h{B)Ah{Bo{e)) C Ui67(£)/i(5i(e)). 

et, si B est fortement mesurable, -Bo(^) C -B et /i(i?o(e)) C A. Le theoreme est alors 
une conseqnence directe dn lemme |6.2.2| . □ 

6.3. La mesurabilite de I’image inverse. — Soit A une partie mesurable de 
Gr(d::’). Dans ce paragraphe, nous etudions le probleme de la mesurabilite de I’image 
inverse h~^{A) par le morphisme h de I’ensemble A. 

6.3.1. Le cas cylindrique. — Snpposons qne A G soit un sous-ensemble cylin¬ 
drique de Gr(A’). 

6.3.2. Lemme. — Soit A un cylindre de Gr(d:’) de rang n. Alors h~^{A) est un 
cylindre de y de rang n. 
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Demonstration. — Cela decoule directement de la definition d’nn cylindre et de la 
commutativite dn diagramme : 


Gr(3^) Gr(A’) 


^n,y 




Gr„(3^) —Gr„(df) 


on hn designe Timage par le foncteur Gr„ du i?„-morpliisme de schemas hn Yn ^ 
Xn, indnit par h. □ 

6.3.3. Le cas injeetif. — Supposons, dans ce paragraphe, que le fc-morphisme de 
schemas h : Gr(3^) —Gr(d:’) est injeetif et tempere et que y est lisse. 


6.3.4- Exemple. — Soit X un R-schema formel admissible, dont la fibre generique 
Xk est lisse. La theorie des modeles de Neron faibles (^c/0, [§] et 13 §2.6) assure 
que I’on pent trouver un R-schema formel admissible lA, lisse sur R, (cf 12. 3. Sj ) et 
un ]D)-morphisme de schemas formels h \ti ^ X tels que h : Gr(W) —>■ Gr(A’) soit 
tempere et fortement injeetif (cfB)- 


6.3.5. Theoreme. — Sous les hypotheses ci-dessus, si A est mesurable (resp. forte¬ 
ment mesurable) dans Gy{X), alors I’ensemble B := h~^[A) est mesurable (resp. 
fortement mesurable) dans Gr(3^). 


Demonstration. — Soit ^/(e) une ^-approximation de A telle que Ao(£) C A. Comme 

A = (A n Gr(df3ing)) U (Al\Gr(df,i,g)), 

et comme h est tempere, on pent supposer que AnGr(d4ing) = 0 et que -Bflll/i = 0. 
La definition de ^/(e) entraine que 

Bl\h~^{AQ{e)) c Ui(.i{^e)h~^{Ai{e)). 

Soit 1 > 5 > 0. Par hypothese, le lieu sauvage de h est de mesure nulle. II existe 
done un cylindre D{6) D Hh tel que : 

1 . ||/^(< 5 )||< 5 . 

2 . T,h = nsD{6). 

On a done 


{B\D{6))A{h-\Ao{e))\D{6)) C A^i^,fih-\A{e))\D{S)). 

Par definition de et grace an lemme [4.3.10|, il existe un entier m := m{5) > 1 
tel que GT{y)\D{6) C Ui<ij<mAe.,e • La suite de cylindres de Gr(3^), definie par 
{h~^{Ai{e))\D{6)), est une (r((j) x £)-approximation cylindrique de B, on r{5) := 
max(2®^) est donne par le lemme cle |7.2.2| . Pour tout ^ > 0, B\D{6) est un ensemble 
mesurable de Gr(3^). 

II nous faut en deduire que B lui-meme est mesurable. On pent supposer que 
pour 0 < 5' < 5 < 1, D{Y) C D{d). Le resultat precedent entraine alors que 
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B n {D{6)\D{6')) est mesurable. En outre, comme par hypothese fiy{Tih) = 0, la 
famille fiy{D{6)) tend vers 0. L’egalite 

{B\D{1)) U (Uo<y<,<i(5 n D{6)\D{6')) = B\Eh = B 

permet de conclure (cf proposition |5.3.7|). 

□ 


7. Integrale motivique et theoremes de changement de variables 

7.1. La definition de I’integrale. — On supposera que tons les i?-schemas 
formels sont admissibles et reduits. 

7.1.1. Definition. — On dit qu’une application V’ : Gr(A') — M est mesurable si 
les fibres de sont mesurables dans Gr(A’) et si la somme 

est convergente, i.e. si I’ensemble des non nuls pour a ^ JOl est au plus 

denombrable et si X ]converge dans A4. 


7.1.2. Definition. — Si est une fonction integrable sur Gr(A’), on definit Vin- 
tegrale motivique de ip par : 


'Gr{X) 


E 

ieN 


fidfix ■= y Uxifij {,ai))a. 


Si A est un ensemble mesurable de Gr(A’) et : A ^ JOl une application verifiant 
les proprietes de la definition \7.1.1[ on definit de meme I’integrale de ip sur A par : 

ipdpx ■= '^iax{ip~^{ai))ai. 

iGN 



7.1.3. Definition. — Pour tout ensemble mesurable A et toute application a : 
A 7iU{oo}, on dit que a est exponentiellement integrable si est integrable, i.e. 
si les fibres finies de a sont mesurables et si la somme converge 

dans Ai, ce qui equivaut au fait que la suite (||/iA'(<T~^(R))||/2”)nGN converge vers 0 
dans Ai. 


7.1.4- Lemme. — Soient A et B deux parties mesurables de Gr(A’) telles que A C 
B. Si Ip : B A4 est une application integrable, alors sa restriction a A, ip\A '■ A —>• 
Ai est integrable sur A. 

Demonstration. — On a la relation ip~^{a) ft A C ip~^{a) pour tout a G At. En 
particulier, ceci entraine que I’ensemble des non nuls est au plus 

denombrable. Comme A4 est complet et nltrametriqne, la serie G A)aj 

converge si et senlement si le terme general tend vers 0. Soit £ > 0, il existe A G N 
tel que pour tout n> N, \\fi{ip~^{an))\\ < £. L’inclusion du debut entraine pour ces 
memes indices, que ||/i((i/’|A)~^(an))|| < D’ou le resultat. 
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□ 


7.1.5. Lemme. — Soient A et B deux parties mesurables. Soil i/j une application 
integrable sur AU B, alors on a la relation : 


ijjdpix = / i’dp.x + / — 


'ipdfix- 


IAUB 


> B 


' Ar\B 


Demonstration. — Par definition, on a : 

'ijjdux = 

ieN 

Le resnltat vient alors dn fait qne H A) + A 

B) - n (A n B)). Antrement dit, p,x{'^~^{ai)) = /i;t’((^|A)“^(ai)) + 

— /^A(('0|AnB)~^(ai))- Le lemme precedent conclut. □ 



7.1.6. Lemme. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(A'). Soit B un ensemble 
de mesure nulle. Soit tfj une application integrable sur A. On a alors la relation : 

/ '0d/i = / tjjdia. 

J A J A\B 

Demonstration. — La prenve ressemble a la precedente. II snffit de remarqner qne 
{ai)) = n (A n B)) + p('^“^(ai) fl {A\B). Or 'tp~^{ai) ft (A fl S) est 

contenu dans B, done de mesure nulle. Done fl {A\B)). □ 

7.2. Les theoremes de changement de variables. — Soit h : y ^ X un R- 

morphisme de schemas formels admissibles et reduits, tons deux de pure dimension 

d. 

7.2.1. Lemme. — Supposons que y est lisse. Alors pour tout n > max{e,cxe'), 
pour tout z G Ae,e' et tout X G Gr(A’), tel que Tin ,x{h{z)) = TTn, x{x), il existe 
y G Gr(3^) tel que h{y) = x et TTn-e,y{^) = T^n-e,y{y)- 

Demonstration. — Soit 2 ; G Gr(A’) tel que (pz £ ^e,e'{k') et a; G Gr(A’). Quitte a 
etendre les scalaires, on pent supposer que : D —> A’ et qu’a x correspond un R- 
morphisme 933 . : D ^ A. La question etant locale en A’, on pent supposer que y est 
affine et comme 3 ^ est suppose lisse, on pent supposer qu’il existe un i?-morphisme 
etale y On pent supposer que y = B^. En effet, le lemme p.3.5| assure 

qu’au-dessus de tout point la fibre du fc-morphisme de schemas Gr( 3 ^) —(Fo)red est 
isomorphe a Gr(B^). Par ailleurs, la question est locale en A, on pent done supposer 
que X est affine. 

Premier cas : supposons que X = B^. II nous snffit de prouver que pour tout 
V G i?'^, il existe u & R"^ verifiant I’equation 

( 1 ) h{ipz + = h{q:>z) + 




INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 


41 


Ce systeme est alors equivalent a 

(2) 'K~^Jh{ip^).U + 'K{...)=V 

ou Jh designe la matrice jacobienne de h. Soit M la matrice adjointe de Jh- On est 
ramene a resoudre le systeme 

(3) 7 r~^M{ip^)Jh{ipz)-u + 7 r(...) = M{ip^)v. 

Par definition de la fonction ord 7 r(Jac)/i, comme y et X sont lisses de meme dimen¬ 
sion, le determinant de Jh{^z) est de valuation exactement e. Par consequent, la 
reduction modulo vr du systeme (3) precedent est lineaire sur le corps /c, de deter¬ 
minant non nul. II admet done une solution par le lemme de Hensel (c/ III 
§4-3). 

Deuxieme cas : X = Spf R{xi,... ,Xn}/I. Notons h le i?-morphisme compose 


h 





on j est le morphisme d’immersion. 

La question etant locale en A”, on pent supposer, comme dans la preuve du lemme 

deX qui I’engendrent. Soit A la matrice {dfj/dxi)i<i<N,i<j<N-d- Quitte a reordonner 
les Xi, on pent supposer qu’il existe un entier e" < c^e' tel que la valuation du mineur 
(N — d) X (N — d), calcule a partir des N—d premieres colonnes et evalue en h{ipz), est 
exactement e" et les valuations des autres mineurs {N — d)x (N — d) sont superieures 
ou egales a e". 

Pour prouver I’assertion dans ce cas, il nous suffit de montrer que pour tout 
V e tel que fj{h{ipz) + = 0, pour tout I < j < N — d, il existe u E R’^ tel 

que 

(P) h{Lp, + = h{Lp,) + TT^+in. 

Soit V G R^. On pent se ramener an cas on X = BJ. En effet, le D-morphisme 


4.3.25, que X est d’intersection complete, i.e. qu’il existe N — d elements {fi)i<i<N-d 



defini par 


fi{hi{xi,... ,Xd),... , hN{xi, , Xd)) ^-1 fi{zi, ... ,Zn) -1 Vi 


est constant d’image 0 (par definition de A). En particulier, ceci entraine que le 
produit des matrices jacobiennes N{h{Lpz)).Jh{(pz) est nul. Ceci implique que les 
colonnes de la matrice Jhi^z) appartiennent an noyau de la matrice A(fi((p 2 )), i.e. 
les coordonnees de chacune de ces colonnes sont solutions du systeme 

(2') M'(h{(.pz))./y(h{‘.pz))w = 0 
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ou M' est la matrice N — d x N — d definie comme la matrice adjointe de la sous- 
matrice N — dxN — dde A formee des N — d premieres colonnes et w G . 
Par hypothese, les equations definissant le noyau de A{h{ipz)) expriment done les 
N — d premieres coordonnees de w en function des d dernieres. Le lemme de Hensel 
(c/ III §4-3) assure que w G est solution du systeme (2') si et seulement 
si le vecteur w E , induit par w G R^ par reduction modulo tt, est solution 
du systeme (2') reduit modulo vr. En particulier, comme pour tout I < j < N — d, 
= 0,v est solution du systeme (2'). Le systeme (!') etant equivalent 
a 


(3') 71 ''Jh{(Pz)-U + 7l{. . .) = V, 

il suffit de resoudre 


vr ""Jhi^Pz)- 


/ \ 

UN-d-\-2 

\ Un J 


+ 7r(...) = 


VN-d+2 

\ Vn J 


ou j7/i est la sous-matrice de formee des d dernieres lignes. Soient xjsf-d+i, • • • 
les d dernieres coordonnees parmi Xi,... ,xn. Ces coordonnees definissent un D- 
morphisme de schemas formels 

Par construction, la matrice jacobienne du morphismepoh n’est autre que la matrice 
J'h- En outre, les hypotheses assurent que I’image de la base {hoipz)*dxi ^_^^-^,... , (ho 
(pz)*dxi^ par le morphisme 


(h o ^ {ho (p^)*fi)j./„/(torsion) 

dehnit une base de (h o (torsion). Autrement dit, ord.n-(Jac)p(h((p 2 )) = 0. 

La formule de composition |6.1.8| implique que ord^(Jac)poh(9?z) = e. On est done 
ramene an premier cas en considerant le D-morphisme po h : Bt —> Bl. □ 


7.2.2. Lemme. — Supposons que y est lisse. Soient B C Gr(A’) un cylindre et 
A = h{B). Supposons que ord 7 r(Jac)/i(<p) est constant de valeur e < oc pour tout 
if E B, et A C Gt^^'\a:), avec e! E N. Alors A est un cylindre. De plus, si la 
restriction de h a B est injective, alors, pour n G N suffisamment grand, on a : 

1. Si et ip' appartiennent a B et 7rn,x{h{ip)) = 7in,x{h{ip')), alors 7r„_e,y(<p) = 
7r„_e,y(<p')- 

2. Le morphisme hn '■ 'Xn.y (B) vr„, x{A) induit par h est une fibration triviale 
par morceaux de fibre A^. 

Demonstration. — Prouvons tout d’abord que A := h{B) est un cylindre. Par hy¬ 
pothese, B est contenu dans Ae,e'- Soit n G N tel que B soit un cylindre de rang 
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n — e (en particulier, n > 2e et n > 2e + cxe'). Soit x G vr^^(7r„_;t'(y4)). II existe 
done 6 G -B tel que 

T^n,xix) = 7Tn,x{h{b)). 

Le lemme |7.2.1| assure alors qu’il existe y G Gr(3^) tel que 

(а) h{y) = X. 

( б ) 7ln—e,y{b) = TTn—e,y{y)- 

Comme B est un cylindre de rang n — e, la condition 2 entraine que y ^ B. La 
condition 1 assure que x ^ A. On a done montre que A = Par ailleurs, 

la relation Tin^x^A) = hni'XnyiB)), done est constructible d’apres un theoreme deja 
cite (c/ 11^ §7). Ceci implique que I’ensemble A est un cylindre. Prouvons I’assertion 
7.2.2I/ 1. Soit n G N tel que B soit un cylindre de rang n — e. Soient (f et (f' deux 


points de i? C Ae,e' tels que Tiri,x{h{if)) = Tin,x{h{ip')). Le lemme |7.2.1| , applique 
a ip' et p, assure I’existence de i/ G i? tel que y = p' (par injectivite de h) et 
'Kn-e,y{.H^) = '^n-e,y{y) = '^n-e,y{y)- Passous a I’assertion |7.2.2|/ 2. II nous suffit de 
demontrer le resultat pour le cylindre Aep. La question etant locale en X et y, 
on pent supposer que A” et 3^ sont affines. Supposons que A est defini dans 
par I’ideal X, engendre par m elements {fi)i<i<m- Comme le cylindre h{/S.e,e') est 
contenu dans Gr^®^(A), on pent supposer (cf lemme |4.3.25| ) qu’il est reconvert par 
un nombre fini de cylindres C, verifiant la propriety 

Gr(A) n G = Gt{R{X,, ... , n G 

On pent done supposer que A B^ est d’intersection complete. Soit A la ma- 
trice jacobienne {dfj/dXi)i<i<]x^i<j<N-d- Quitte a restreindre G et eventuellement 
a reordonner les Xj, on pent supposer que, pour tout a: G G, le mineur N — dx N — d 
de A(a:) forme des N — d premieres colonnes de A(a:) est de valuation e” < c^e et 
que les autres mineurs N — dxN — dde cette matrice sont de valuation superieure 
(cf lemme |4.3.25|) . II nous suffit done de prouver le resultat pour Aep H h~^(C). 
Soit X G Ae,e' n h~^(C). Soit p : Spf > A le D-morpliisme de schemas formels 
correspondant a x. Supposons u > 2e et n > e + c;fe'. Quitte a etendre les scalaires, 
on peut supposer que k = k(xY^^. Nous allons proceder comme dans la preuve du 
lemme |4.3.25| . 

Commengons par etudier la fibre de hn au-dessus de Tin,x(x)- Comme y est sup¬ 
pose lisse, on peut supposer qu’il existe un D-morphisme etale de schemas formels 

3 ^ - 


^ cu, grace au lemme |3.3.5| que 3^ = K (cf preuve du lemme [r.2.1| ). Par 


et, 


ailleurs I’assertion 1 et I’etude faite dans la preuve du lemme |7.2.1| assurent que Ton 
peut egalement supposer que A = B^. Dans ce cas, cet ensemble peut se decrire 
comme 

{ 99 -f modulo| (Jh(p).u) = 0 modulo tt®}. 

Comme fTh(^) est equivalente a une matrice diagonale, dont les termes diagonaux 


sont TT^b... , TT®'* avec X] C ~ cette description implique que la fibre de h„ 
dessus de 7in,x(h(p)) est fc-isomorphe a A^. 


On conclut alors par I’argument “noetherien” de la preuve du lemme [4.3.25 


au- 


□ 
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7.2.3. Theoreme. — Soient X et y deux R-schemas formels admissibles et re- 
duits. Supposons que y est lisse. Soient A et B des ensembles fortement mesurables 
de Gt{X) et Gr(3^) respectivement. Supposons que h induit une bijection entre B et A 
et que h est tempere sur B. Alors, pour toute application exponentiellement integrable 
a : v4 —> ZUjcxo}, V application B ZU{cxd} qui dy associe a{h{y))+oTdT^{Jac){y) 
est exponentiellement integrable et on a la formule : 




-ao/i—ordTT (Jac)^ 


dp. 


Demonstration. — Soit £ > 0. Soit Aj (resp. Bj) une ^-approximation cylindrique 
de A [resp. B). Comme h est tempere sur B, on pent supposer que -B fl = 0. 
Prouvons tout d’abord que I’application (3 := a o h + ord,r(Jac)/i est mesurable sur 
B. Soit n G Z. Soit une e-approximation cylindrique de a~^{n) C A. On va 
montrer que (a o h)~^{n) est un ensemble mesurable de Gr(3^). On pent supposer 
que FQ^\e) C Ao(e) C A (cf lemme ^.S.dl) . On a I’egalite 

h~\a~^{n))Ah~\F^'^\e)) C Ui^Lh~\Fj;'"\e)). 

Grace an corollaire |6.2.3| , on pent snpposer qne h~^{AQ{e)) = -Bo(^)- En particnlier, 
cette remarque entraine qne 

h~^{a~^{n))Ah-^{F^^\e)) C (Uj6j5i(e)) U {\Ji(.Lh~^{F^'^\e)) n5o(e)). 


En effet, par hypothese, on a 

h~^{a~^{n))\Bo{e) <Z B n 5o(e), 
{h-\a-\n))\h-\F^^\e))) n Bo{e) C A^Lh-\Fl^\e)) n B,{e), 
et, comme h~^{Flp\e)) C -Bo(^), 

^ Ui(.Lh~^{F'>'^\e))nBo{e). 

Le lemme |7.2.2|/ 2 assure alors que (a o h)~^{n) est mesurable. On a 

(3~^{n) = Ue6N((a o h)~'^{n - e) O ord^(Jac);;;^(e)). 

La suite (/iy(ord 7 r(Jac)^^(e))eeN tend vers 0. En effet, la suite (/iy(7r“y(Gre(^h))))eeN 
tend vers pyiGi^Zh)) {cf proposition |5.3.9|/ 2) ; d’ou la convergence vers 0 de la snite 
de terme general /ry(ord 7 r(Jac)^^(e)). Le lemme ^.3.71 assnre alors qne I’application 
a o h + ord.n-(Jac)/i est mesnrable snr B. 

II s’agit de montrer maintenant qne I’integrale converge et qn’on a bien la formnle 
annoncee. Le lemme [I.3.10| assnre qn’il existe nn entier m G N tel qne 

Bo{e) C (Uo<e'<m/i“^(Gr(''')(A’))) 0 (Uo<e<m{2/ e Gr(3^) | ord^(Jac)/j(r/) = e}). 


Par additivite de la mesnre, il nons snffit de montrer le resnltat ponr i?o(^) C Ae,e' 
pour un entier e G N et un entier e' G N. Soit e > 0. Soit n G Z. Notons 
une ^-approximation cylindrique de I’ensemble {a o h)~^{n — e), qui est mesurable 
dans Gr(A’), telle que C H existe une ^-approximation cylindrique 
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f}"" de a ^(n — e) telle que ^\e) = h{Gl^ ^\^))- Le lemme 
que : 

La formule annoncee en decoule. □ 

Grace a la theorie des modeles de Neron faibles, on pent generalise! ce theoreme 
an cas on seul la fibre generique de 3^ est supposee lisse. 


7.2.2 assure alors 


7.2.4- Corollaire. — Soient X et y deux R-schemas formels admissibles et re- 
duits. Supposons que y soit generiquement lisse. Soient B et A des ensembles forte- 
ment mesurables de Gr(3^) et Gr(A') respectivement, tels que h induit une bijec- 
tion de B sur A. Supposons en outre que le morphisme h soit tempere sur B. Soit 
a : A —> Z U {c)o} une application exponentiellement integrable. Alors Vapplication 
qui dy E B associe aoh{y) + ord^(Jac)/i(i/) est exponentiellement integrable et Von 
a I’egalite dans M : 

Ja Jb 


On pent supposer comme dans la preuve de [7.2.31 que Bn Ah = 0 
= 0. La theorie des modeles de Neron (c/ 0, 0, ||17|| §2.6) 


Demonstration. - 
et que A fl Gr(d4ing 

assure qu’il existe un ouvert U quasi-compact d’un i?-modele de la fibre generique de 
y, notee Yk, lisse sur R, et un morphisme g : U ^ y tel que g induit une bijection 
entre les points de Gt(U) et ceux de Gr(3^). On a alors un diagramme commutatif: 


U 

9 

y 


f 


\ 

A 



Le morphisme g induit une bijection entre g~^{B) et B et |6.3.3| assure que g~^{B) = 
f~^{A) est fortement mesurable. Comme g est tempere, on pent supposer que 
g~^{B){= n Eg = 0. II en resulte tout d’abord que 

f-\A)ng-\h-\GT{X,,,,))) = t 

Par ailleurs, la formule de composition (c/ lemme |6.1.8| ) assure alors que f~^{A) 0 
11/ = 0. On a done f~^{A) fl E/ = 0 (en particulier, / est tempere sur f~^{A)). 

Supposons maintenant que I’application a o -|-ord 7 r(Jac)/i est exponentiellement 
integrable sur B. Le theoreme [7.2.3| implique alors les egalites dans A4 : 
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La formule decoule alors du lemme |6.1.8| . II faut prouver que I’application a o h + 
ord 7 r(Jac)/i est exponentiellement integrable sur B. Soit Fn = {aoh+oYdn{Ja.c)h)~^{n). 
On remarque que 


Fn = g{\-\ee-N{a O ho g) - e) O (ord^(Jac)ft o 51 ) ^(e)). 

Or la formule de composition |6.1.8| assure que 

(ord^(Jac)ft o g)~^{e) = Ufinie((ord^(Jac)/)“^(e - e') O (ord^(Jac)g)"^(e')). 

La mesurabilite de se deduit alors de la mesurabilite de a et du theoreme |6.2.5| , 
comme dans la preuve de |7.2.3| . La convergence de I’integrale decoule alors du lemme 
7.2.21 , comme dans la preuve du theoreme [7.2.3| . □ 
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